Chuong 1
CAC KHAI NIEM CO BAN VE XAC SUAT
1.1. GIAI TICH TO HOP
1.1.1. Cic quy tic dém
1. Quy tic cong:

Néu mét cong viée duge chia ra lam k truomg hop dé thuc hién: truong hop 1 ¢o n,
cach thuc hién xong cong viéc; truong hop 2 c¢d n, cach thuc hién xong cong viée, . . .,
truomg hop k co ny cach thuc hién xong cong viée va khong co bat ky mot cach thyc hién
nao ¢ truong hop nay lai trung véi mét cach thyc hién ¢ truong hop khac, thi c6 n; + ny + .
...+ ny cach thuc hién xong cong viéc.

2. Quy tic nhén:

Néu mot cong viéc dugc chia ra lam & giai doan: giai doan 1 c6 n; cach thyc hién xong
cong viéc; giai doan 2 ¢6 n, cach thyc hién xong cong viéc, . . ., giai doan k cd ny cach thuc
hién xong cong viéc thi ¢6 nn, . . .1y cach thuc hién xong cong viée.

3. Tich Descartes:

e Cho hai tap hop 4 va B. Tich Descartes cua 4 va B, ky hi€u la A x B 1a tap hop tat
ca cac cap (co thu tu) (a; b) voia € 4, b € B, nghia la:

Ax B={(a,b)/aec A;b € B}

Néu 4 va B 1a hai tap hitu han thi s6 phan tir cua tip hop 4 x B 1a [Ax B| = |4]|B|.

o Tuong tu, tich Descartes ciia k tap hop A1, Az, . . ., A, ky hi€ula 4; x Ay x ... x
Ay 1a tap hop tat ca cac bo co thir tu (a1, ar, . . ,ap)trongdda; € A;, moii=1,2,.. .,k

Ay x Ay x ... x Ag={(a, az, . . ,ar)lai € A, i=1,2,...,k}
Néu Ay, Aa, . . ., Ay 12 k tap hitu han thi sb phﬁn tir cia tap hop 4; x Ay x ... x A la
Alezx...xAk| = |A1| X |A2| X ...X |Ak|.

Kyhiéu A" =4 x A x ...x A.
k lan
1.1.2. Chinh hop lip
Cho A 1a mét tp hop c6 n phén tir, ndi phin tir cia tap 4" duoc goi 1a mét chinh hop

lap n chap «.



S6 cac chinh hop ldp » chap k 1a

k k
F'=n

n

Vidu 1.1.

a. C6 bao nhiéu cach sip xép 5 quyén sach vao 3 ngan?

b. Mot dé thi tric nghiém khach quan gdm 10 cau, mdi cdu co 4 phuong an tra 1oi.
Hoi bai thi co tat ca bao nhiéu phuong an tra 10i?

Giai:

a. MBJi cach sép xép 5 quyén sach vao 3 ngin 1a mot chinh hop lip 3 chap 5 caa (mdi
lan xép 1 quyén sach vao 1 ngin xem nhu chon 1 ngin trong 3 ngin, do c6 5 quyén sach
nén viéc chon ngan dugc tién hanh 5 lén).

Vay s6 cach sap xép 1a E = 3° =243,

b. MJbi phwong 4n tra 16 bai thi 1a mot chinh hop 1ap 4 chap 10, nén sb cac phwong an
tra 10i bai thi d6 1a F}° =47

1.1.3. Chinh hop (khong lap)

Mbi phﬁn ttr cua A* ¢o thanh phﬁn d61 mot khac nhau dugce goi la mot chinh hop n chap
k (k < n).
S céac chinh hop (khong 1ap) n chap k 1a

n!

A =nn-1)...n-k+1)= Y

Quyudc: 0! = 1.
Vi du 1.2. Cho 6 chir s6 2, 3, 4, 5, 6,7. Hoi
a. Co bao nhiéu s ty nhién gdm 3 chit s6 dugc thanh lap tir 6 chir s6 nay?
b. C6 bao nhiéu s ty nhién gdm 3 chir s6 khac nhau dwogc thanh 1ap tir 6 chir sb nay?
c. Co bao nhiéu sb ty nhién gém 3 chit s6 khac nhau va chia hét cho 5 duogc thanh lap
tlr 6 chit sb nay?

Gidi:



a. Mbdisd gdm 3 chit s thanh 1ap tir 6 chir s6 nay 1a mot chinh hop lap 6 chap 3. Vay,
s0 cac s6 gom 3 chir s 1ap tir 6 chit s nay 1a F2 = 6° = 216.

b. S& céc s6 ¢o 3 chir s6 khac nhau 14p thanh tir 6 chit s6 nay 1a s6 cac chinh hop 6

. . .3 06!
chap31la A, = B =4.5.6 =120.

c. SO chia hét cho 5 duoc thanh 1ap tir 6 chit s6 nay phai co tan cing la chir s6 5. Do
d6, moi cach thanh lap mot s6 ¢6 3 chit s6 khac nhau va chia hét cho 5 13 mot cach thanh
lap mot sO ¢6 2 chir s6 khac nhau tir 5 chit s6 con lai 14 2, 3, 4, 6, 7.

Vay, s cac s6 co 3 chit s6 khac nhau va chia hét cho 5 thanh Iap tir 6 chit s6 nay la Al

!
= i :20.
3!

Vi du 1.3. C6 bao nhiéu tir gdm 2 hodc 3 mau tu khac nhau dugc thanh 1ap tir 6 mau tu cia
tir “MATRIX” (cac tir ndy cé thé c6 nghia hodc khong cé nghia)?

6!
41

Giai: S6 cac tir gobm 2 mau ty khac nhau 14 s chinh hop 6 chap 2, A2 = — =5.6 = 30. S}

\ N , !
cac tir gdbm 3 mau tu khac nhau la s6 chinh hop 6 chap 3, Az = % =4.5.6 =120.

Vay, s6 cac tur gém 2 hodc 3 mau tu khic nhau thanh lap tr 6 miu tu cia ti
“MATRIX” 1a A} + A} =30+ 120 = 150.
1.1.4. Hoan vi

Mot chinh hop (khéng ldp) n chap n dugc goi 1a mét hoan vi cta n phﬁn tur.

SO céac hoan vi cua n phan tu la

Vidu 1.4.

Mot doan khach du lich du dinh di tham quan 7 dia diém khac nhau A, B, C, D, E, G,
H cua thanh phé Hué. Ho di tham quan theo mét 19 trinh nao do, chéng hanlaB— A — C
— E — D — H — G. Nhu vdy, mdi 1 trinh 12 mdt hoan vi cua tap hop g6rn 7 phﬁn to 1a
{A, B, C, D, E, G, H} nén doan khach c6 tit ca 7! 16 trinh dé lwa chon.
Vidu 1.5.



a. Mot ban gdm 4 sinh vién. Hoi ¢6 bao nhiéu cach sip xép chd ngdi cho 4 sinh vién
do?

b. Co bao nhiéu cach sip xép 3 nam va 4 nir thanh mot hang ngang sao cho nam va nit
ding xen k& nhau?
Gidi:

a. S cach sap xép 1a sb hoan vi ctia 4 phan tu, P, =4!=24.

b. Dé 3 nam va 4 nir ding xen k& nhau thi bit dau cua hang ngang do6 phai 14 nir va

chi cd 1 cach sap x€p vi tri nhu vay:

Nir | Nam | N0 | Nam | No | Nam | N&

Trong d6, s6 cach sap xép vi tri cho 3 nam la P, =3!va s6 cach sap xép vi tri cho 4 nit
la P, =4!. Vay, co tat ca 31.4! = 144 cach sip xép vi tri cho 3 nam va 4 nit.
1.1.5. T hop

MBJi tap con gom k phdn tir cia mot tip hop gdm n phan tir duoc goi la mot td hop n
chap k (k < n).

S6 cac t6 hop 7 chap k, ky hiéu 1a C* va dugc tinh béi cong thic

A* n!
ck = —
" k! kl(n—k)!

Cic tinh chat:
a. C*=Ck=0,n

b. C!

£, =CF+ CH' k=1n (Hing ding thirc Pascal).
Nhin xét: Hai to hop khac nhau khi c6 it nhat mot phan tir khac nhau. T hop khac chinh
hop & viéc khong luu y dén thir tu sdp xép cua cac phan tu.
Vi du 1.6.

a. Mbdi dé thi gdm 3 cau hoi lay trong 25 cdu héi cho trude. Hoi ¢6 thé 1ap duoc bao
nhiéu dé thi khac nhau?

b. Mot da giac 16i ¢6 1 canh thi c6 bao nhiéu dudng chéo?



Gidi:
a. Sb doan thang c6 2 dau mut 1a 2 dinh ciia da giac 10i # dinh chinh bang sé t6 hop n
chap 2, tirc 1a C2. Do d6, sé dudng chéo cua da gidc la C? - n.

25! 25.24.23
31221 1.2.3

b. S6 dé thi c6 thé 1ap nén la C3; = = 2300.

Vi du 1.7. Mot hoi dong gdm 5 nam va 4 nit duge tuyén vao mot ban quan tri gom 4
nguoi.

a. Hoi c6 bao nhiéu cach tuyén chon?

b. Hoi ¢6 bao nhiéu cach tuyén chon néu co thém didu kién ban quan tri phai c6 it
nhit mot nam va mot nir?
Giai:

. 2 ¢ 2 !
a. S0 cach tuyén chon 1a s0 t0 hop 9 chap 4, Cj = % =126.

b. S6 cach chon ban quan tri la s6 cach chon 1 tap {x, y, z, £) trong d6 x la 1 nguoi
duoc chon tir 5 nam, y 1a 1 ngudi duge chon tr 4 nit va z, ¢ 1a 2 ngudi duge chon tir 7

nguoi con lai. Nhu vay, s6 ban quén trj c6 thé ¢6 1a 5.4. C% =420.

1.1.6. Nhj thirc Newton
Chung ta di biét mot s6 hang dang thirc don gian nhu
atb=a +b'
(a+by=a’+2ab+1b’
(a+b) =a’+3a’b +3ab’ + b’

Newton da chirmg minh duoc cong thirc tong quat sau (nhi thirc Newton):
(a+b)'=Cla" + Cla"'b+..+ Cla" " + ..+ Clb" =D Cha"*b".
k=0
1.2. PHEP THU - BIEN CO NGAU NHIEN
Trong thuc té, ching ta gip nhiéu thi nghiém, phép quan sat ma khi thyc hién thi két
qua khong du doén trude duge va sy kién chiing ta quan tdm c6 thé xay ra hodc khong xay
ra. Ly thuyét xac suat goi nhitng phép thir nhur vay Ia nhitng phép thir ngiu nhién va cac su

kién xay ra hay khong xay ra d6 1a cac bién c6 ngau nhién.

1.2.1. Cac khdi ni¢m



Khi tién hanh gieo mot con xlc sic, gieo mot déng xu, gieo thi diém mot loai hat
giéng, léy mot san phém tor mot 16 hang dé kiém tra hodc quan sat trang thai hoat dong ctia
may moc . . . nguoi ta noi chiing ta da lam mot phép thi.

e Tién hanh mot phép thir: 1a thye hién mot tap hop cac diéu kién xac dinh nao do.

TAt nhién 1a khi tién hanh phép thtr 1a ching ta nham nghién ctiru mot sy kién hodc mot
hién tugng nao do. Ché“ing han, khi “gieo thi diém mot loai hat giéng”, chung ta quan tdm
dén su kién “nay mam” cua hat giéng.

e Bién cd: 1a mot két qua cua phép thtr, con duoc goi la mdt sy kién.

Vi du 1.8. Thuc hién phép thir T “gieo 1 con xuc sic can ddi va dong chat”.
T két thic boi 1 trong 6 Kkét qua cu thé: w; = “xuét hién mat i chim”, i=1,2, .. .,6.

Khidé, w; (i=1,2, ...,6)1a cic bién cb cua T.

Ngoai ra, cac két qua phirc hop : U = “s6 chdm xuét hién < 6”
V= “sb chAm xuét hién > 6”
A = “s6 cham xudt hién la chn”
B = “sd chAm xuét hién 1a 1&”

ciing 1a cac bién c6 cua T.

Khi n6i dén bién cb thi phai gin lién véi mot phép thir. Tuy theo tinh chit xuét hién
ctia cc bién cb trong phép thir, ta c6 thé phan loai cac bién cb:

e Phan loai:

+ Bién ¢ chic chén, ky hiéu 1a Q, 1a bién cb nhit thiét xay ra khi phép thir thuc
hién.

+ Bién cb khong thé, ky hiéu 1a &, 1a bién ¢ nhét thiét khong xay ra khi phép thu
thuc hién.

+ Bién ¢ ngau nhién, ky hiéu 1a 4, B, C, . . . hay o, 1a bién ¢ c6 thé xdy ra hodc
khong xay ra khi phép thir thuc hién.

e Bién cb so cip: 1a két qua cu thé cua phép thir, co thé hiéu do6 1a bién cb nho nhat
khong thé phan chia dugc nita.

Vi du 1.9. Trong vi du 1.8, cac bién ¢b w1, . . ., we goi la cac bién cd so cép va U, V,A, B

la cac bien cd nhung khong phai 1a cac bién co so cap.



e Khong gian mau hay khong gian cac bién cb so cip cia mot phép thi, ky hicu Q, 1a
tap hop tat ca cac bién cb so cap cua phép thir. Mdi bién c¢b 4 cua phép thir duoc xem la
mot tap con ctia Q.

Vi du 1.10. Trong phép thir “gico ddng thdi 2 dong xu can ddi va dong chat”, ta c6 Q =
{(SS), (SN), (NN), (NS)j}.

Néu goi A4 la bién ¢ “xuét hién 2 mit giéng nhau” va B la bién c6 “xuit hién 2 mait
khéc nhau” thi 4 va B khong phai 14 bién ¢ so cép, vi bién cb 4 xay ra khi (SS) hay (NN)
xay ra va bién c6 B xay ra khi (SN) hay (NS) x4y ra.

1.2.2. Cdc phép todn — Quan hé giiva cic bién co
1. Quan hé “kéo theo”
e BiéncbdA goi 1a kéo theo bién cb B, ky hiéu 4 c B, néu va chi néu 4 xay ra thi kéo

theo B ciing xay ra. M6 ta hinh hoc ctia quan hé nay c6 thé hinh dung A4 13 tap con ctia B.

e Néu w 1a mot bién ¢b so cép kéo theo bién cb 4 thi w duge goi la mot bién cb so
cap thuén loi cho 4.
2. Tong ciia cac bién cb

e Tong ciia 2 bién cd 4 va B, ky hidu 4 U B, 1a bién ¢b xay ra khi it nhit mot trong

hai bién cb 4 hay B xayra.

n
e Tong cua n bién ¢6 A4, Ao, . . ., Ay (n > 2), ky hi€u UAZ. , 1a bién ¢c0 xay ra khi it

i=1
nhat mot trong n bién c¢b d6 xay ra.
3. Tich ciia cac bién ¢b

e Tich cua 2 bién ¢d 4 va B, ky hiéu A N B (hay AB), 1a bién c6 xay ra khi va chi khi

ca hai bién co do cung xay ra.

N\




e Tichciianbiéncd 4y, 4y, ..., Ay (n22), ki hidu ()4 (hay []4), 1a bién c xay
i=1 i=l1

ra khi va chi khi n bién c6 d6 cling xay ra.

Vi du 1.11. Hai xa tha ban mdi nguoi mdt vién dan vao cung mot bia. Goi 4, B tuong ung
1a cac su kién xa thu 1 va xa thi 2 ban trang bia. C6 thé mé ta cac bién cd 4 U B, 4 N B
nhu sau: 4 U B 1a bién ¢b “co it nhat mot vién dan tring bia” va 4 N B 1a bién ¢b “co hai
vién dan trang bia”.

4. Bién cb xung khic

e Hai bién cb 4 va B dugc goi 1a xung khic néu A va B khong dong thoi xay ra trong

o

Luu ¥, trong trudng hop A va B xung khéc thi tong ciia hai bién ¢b 4 va B con dugce ky
hiéula 4 +B.

cung mot phép thir, ky hiéu 4 N B = .

e Nhom n bién cd {41, 4s, . . ., A,} (n>2) duoc goi 1a xung khic tirng d6i néu bat ky
hai bién cb nao trong nhém ciing xung khic véi nhau, nghia 1a 4; N 4j = & moi i # .
5. Nhém diy da cac bién cb

Nhom 7 bién ¢ {41, 4s, . . ., Ay} (n > 2) duoc goi 1a mot nhom day du cac bién cb néu
c6 mdt va chi mot bién b trong n bién ¢d d6 xay ra khi phép thir thyuc hién, nghia 13

ANA=D(i#j)va ) 4,=Q.
i=1

Vi du 1.12. M6t xi nghiép dugc phim c6 3 co sé cing san xudt mot loai thude A dé diéu
tri bénh khép. Lay ngdu nhién mot san phdm cua xi nghiép dé st dung. Goi 4; = “San
pham do co s& i san xuat” (i = 1, 2, 3). Khi 40, {4, 42, 43} c¢6 phai 1a mot nhom day du

cac bien co hay khong?



Gidi: Lay ngiu nhién mot san phim cua xi nghiép thi chi xay ra mét trong 3 trudng hop:

san pham do co so 1 san xuat; san pham do co s& 2 san xuat hodc san pham do co s¢ 3 san

xudt. Noi céch khac, ta c6 4; N 4; = @ (i # j) va Y A4 =Q, 10 rang {4, A2, 43} 1a mot

i=1
nhom day du cac bién co.
6. Hi¢u cua hai bién co

e Hi€u cua 2 bién c0, ky hi€u A4 \ B, 1a mot bi€n ¢o xay ra khi va chi khi 4 xay ra va

B khong xayra, nghiala A\B=4 N B.

A

7. Bién cb d6i lap
e Bién ¢ dbi lap cua bién cb 4, ky hiu 4 , 1a bién ¢b xdy ra khi va chi khi 4 khong
xay ra.
Nhu vy, 4 =Q\U hay{A +A4=0

ANT=0. 7

Zm

Viéc xay ra hay khong xay ra ciia mot bién c6 ngau nhién ta khong thé dy doan trude

1.3. PINH NGHIA XAC SUAT

dugc. Tuy nhién bang tryc quan c6 thé nhan thay cic bién cb ngiu nhién khac nhau thudong
c6 kha ning xay ra khac nhau, mot sd bién cd thuong hay xay ra, mot s6 khac lai thuong it
xay ra. Tir @6 nay sinh van dé tim cach “do ludng” kha ning xuit hién ciia mdi bién cb va
khai niém xéac suét ra doi. Xac suét cua bién cb 1a mot sb khong am, dac trung cho kha
ning khach quan xay ra ciia bién c6 do.
1.3.1. Pinh nghia xdc suit theo quan diém dong khd ning

Ta xét vi du sau: Thuc hién phép thir “gieo dong thoi 2 dong xu can d6i va dong chat”.

Khi d6, Q = {SS, NN, SN, NS}.



Néu déng xu dugc ché tao can di thi cac mit caa d(‘?)ng xu c6 cung kha ning xuét hién
nén kha ning xay ra ciia 4 két qua nay la ngang nhau, ta noi phép thir c6 4 bién cb so cip
dong kha ning,

Goi 4 12 bién ¢b “xuit hién 2 mat khac nhau”, nghia la xuét hién mot sa”ip (S) va mot
ngira (N). Khi d6, ¢6 2 truong hop thuén loi cho 4 hay c¢6 2 bién ¢b so cap thuan lgi cho A.
Nhu vay, kha ning dé bién ¢ 4 xay ra la % = %

1. Pinh nghia 1.1. (Theo quan diém dong kha néng)
Néu trong mot phép thir c6 tit ca n bién cb so cip dong kha ning, trong d6 c6 m bién

c¢b so cap thuén loi cho 4, thi xac suét cia 4, ky hiéu P(4) xac dinh béi:

P(4) = PO =
SO bién co so cap dong khd ning

S6 bién cb so cap thuan lgi cho 4 m
"
2. Tinh chat 1.1.
1) 0<PU)<1.
2) P(Q)=1,P(@)=0.
3) Néu A va B xung khic thi P(4 + B) = P(4) + P(B).

Chitng minh:
1) VéiA labiéncd batkythi0 < m < n. Trdé suyra0 <= < 1 hay 0 < P(4) < 1.
n

2) Néu Q 1a bién cb chéic chin ciia phép thir thi s bién ¢b so cap thuan lgi cho Q bang
s6 bién cd so cap dong kha niang cua phép thir. Do do, P(Q) = 1

3) Néu A4 va B 1a hai bién c¢b xung khic thi s& khong c6 bién ¢ so cip nio thuan loi
cho ca 4 va B. Noi cach khac, s6 bién cb so cap thuan loi cho bién ¢ tong 4 + B bang
téng sb bién cb so cép thuan loi cho A va sb bién cb so cép thuan lgi cho B: m = my + my
trong d6 m la s6 bién cb so ca”ip thuén lgi cho 4 va m, 1a sb bién cb so cép thuan loi cho B.
Tu d6 suyra

m, +m2

P(4+ B) = =M " pg)+ P(B).
n

n

Hé qua 1.1.  P(4) =1 - P(4).

10



Vi du 1.13. Mot hop dung 8 bi xanh va 4 bi tring. Ta lay ngiu nhién 3 bi, hiy tinh x4c suat
dé 1dy dugc 1 bi xanh va 2 bi tring?
Giai: Ta lay ngiu nhién 3 bi tir mot hop chira 12 bi thi s& c6 C’, trudng hgp dong kha ning
hay s6 bién cb so cip dong kha ning 1a n = C}, = 220.

Goi 4 1a bién ¢6 “lay dwoc 1 bi xanh va 2 bi trang” thi s& c6 Ci.C: trudng hop thuan
1gi cho 4 hay s6 bién c6 so cap thuan lgi cho 4 lam = C.C2 = 8.3 =24.

Vay, xdo sudt dé 4 xdy ra 1a P(4) = ™ = 22~ 0,109,
no 220

Nhan xét: Dinh nghia x4c suat theo quan diém dong kha niang doi hoi cac bién c¢b so cp
phai c6 tinh dong kha niang. Thudng thi tinh ddng kha ning duoc suy ra tir tinh dbi xing,
ching han: khi gieo mot xuc sic hay gieo mot dong xu, ching ta c6 thé gia thiét n6 Ia can
dbi va ddng chat. Tuy nhién, ddy 1a diéu kién 1y tuéong ma trén thyc té thi khong co 1y do
nao dé dam bao duogc didu d6. Hon nita, nhitng bai toan trong d6 ta co thé dua ra gia thuyét
vé tinh ddi xtng thuong rat hiém gip trong thuc té. Dé khac phuc han ché ciia dinh nghia
nay, ngudi ta dua ra dinh nghia xac suat theo quan diém thong ke.
1.3.2. Pinh nghia xdc suit theo quan diém thong ké

Dinh nghia theo théng ké dua trén tAn suét xudt hién cta bién cb trong mot 16p cac
phép thu.
1. TAn suét xuét hién cia bién cb

Gia sur tién hanh n phép thir cting loai va trong mdi phép thir ta quan tam dén sy xuét
hién ctia bién cb A nao do.

Xét vi du: Kiém tra ngiu nhién 1an luot 100 sin pham do mot nha may san xuat, ngudi

ta phat hién thiy c6 5 phé pham. Goi 4 = “xuit hi¢n phé pham”.
. s A 5 S 1N LA A A A 5 A ;) , A
Khi @0, ti so 100 goi la tan suat xuat hién ctia 4 trong 100 lan thir, ky hiéu:

5
Fin(A) =-25:=0,05.

Mot cach téng quat, ta co dinh nghia sau:
Pinh nghia 1.2. Tan suét xuat hién cua 4 trong n 1an thir, ky hiéu 1a £, (4), dugc xac dinh

boi:

11



k S6 1an xuét hién cua 4
()= — = .
n SO phép thir

Nhin xét: Khi s6 phép thir n thay d6i thi tan sudt xuat hién bién cb ciing thay doi. Nguoi ta
nhan thdy néu n nho thi tan suat c6 sy dao dong rat 1on. Tuy nhién, néu » kha 16n thi tan
suét xuat hién bién cb thé hién tinh 6n dinh kha rd rang.

Vi du 1.14. Nghién ctru kha ning xuat hién mat sap khi gieo mot dong xu, Buffon va

K.Pearson di tién hanh gieo mot dong xu nhiéu lan lién tiép va thu duoc két qua sau

o S6 lan xuat hién o
Nguoi lam thi nghiém So lan gieo . Tan suat
mat sap (S)

Buffon 4040 2048 0,5069
Pearson 12000 6019 0,5016
Pearson 24000 12012 0,5005

Quan sat bang két qua cho thay tan sut xuat hién mat sap cia dong xu trong n lan tung
6n dinh dan vé gi tri 0,5.
2. Pinh nghia xac suit (Theo quan diém thong ké)
Pinh nghia 1.3. Khi s6 1an thyuc hién phép thir n kha 16n, néu tan sut ciia bién c¢6 4 6n
dinh dan vé mot gia tri p nao d6 thi ta n6i 4 6n dinh ngiu nhién va sb p duoc goi 1a xac
suét ctia bién ¢ 4, ky hiéu P(4).

Tt dinh nghia xac suit theo quan diém théng ké, ta c6 thé x4p xi P(4) véi /., (A4) khin

kha 16n.

P(4) ~ f.(A) khin kha 16n.

1.3.3. Pinh nghia xdc suit theo quan diém hinh hoc

Dé khic phuc han ché cua dinh nghia xac suét doi hoi phép thir phai c6 hitu han céac
bién cb so cap dong kha ning, nguoi ta dua ra dinh nghia xac suit theo quan diém hinh
hoc. Pinh nghia ndy mé rong cho trudong hop phép thir ¢ vo han cac bién c¢b so cap dong
kha nang.
Pinh nghia 1.4. ( Theo quan diém hinh hoc)
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Xét phép thir ngdu nhién ma khong gian cac bién c¢b so cip Q duge biéu dién bang mot
mién hinh hoc A nao d6 trong khong gian [ , 0 *hay [ ° va tap cic bién cb so cap thuan
loi cho bién ¢d 4 duge bicu dién boi mot mién G  H.

Khi d6, néu moi diém cua Q 1a dong kha ning thi xac suét cia bién cd 4 1a

Do do mién G
PA)= —————
b6 do mién H
H c Y:d0 do 1a do dai.
H < Y*: d6 do 14 dién tich.
Hc Y’: d6 do 1a thé tich.

Vi du 1.15. Gieo 1 chim diém mot cach ngiu nhién vao manh vai hinh vuéng H canh a,

¢ g PR \ . ; a s ,
trong d6 c6 mét hinh tron G ban kinh r =Z. Tim xac

H

suat dé cham diém roi vao trong hinh tron?
Giai:

Khi phép thir “gieo mdt cham diém vao manh vai

hinh vuong H” thuc hién thi s€ ¢6 v6 han cac truong hop
c6 thé xdy ra. Tap cac bién cd so cip dong kha ning c6 thé c6 dugc biéu dién boi mién
hinh vudng H ¢6 canh a.

Goi 4 1a bién ¢b “cham diém roi vao trong hinh tron G”. Khi d6, cac bién c¢b so cp
thuén loi cho 4 cling khong thé xac dinh cu thé. Tuy nhién, ta nhin théy ré'mg tap céc bién

£ £ A . . . 2e  sA . \ 1z p a
c0 so cap thuan lgi cho 4 dugc biéu dien bdi mién hinh tron G ¢é ban kinh » = Z

Theo dinh nghia xac suat, ta c6 xac suat dé 4 xdyra la

Dlél’l tich G 7[}/'2

P(A): =—
Dién tich H a a?
ﬂ'i
hay P(4)=—6 =
a
i
16

Nhitng bi€n ¢0 c6 xac suat cang gan 1 thi rat dé xay ra va dugc xem la hau nhu chac

chan. Nguoc lai, nhitng bién ¢6 cd xac suat rat nho thi kha nang xay ra rat it va dugc xem
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13 hAu nhu khong thé xay ra. Viéc quy dinh mdt mutrc xac suét nhu thé nao dé co thé xem la
hiu nhu chic chin hay hau nhu khong chic chin tuy thudc vao timg bai toan cu thé. Chiang
han néu xac sudt may bay roi 1a 0,01 thi x4c suat d6 chwa thé xem 1a nhd, hau nhu khong
thé xdy ra. Nhung néu xac suat mot chuyén tau khoi hanh cham 1 0,01 thi ¢ thé xem xac
sudt nay 1a rt nho.
1.4. CAC QUY TAC TINH XAC SUAT
1.4.1. Dinh Iy céng xdc suit

Tt dinh nghia x4c sudt, ta da suy ra dugc tinh cht co ban sau cta xac suit:

+ Néu 4, B 14 hai bién ¢ xung khic thi

P(4 + B) = P(4) + P(B). (1.1)
+ Tong quat, néu Ay, Ay, . . ., A, 14 n bién cb xung khac timg d6i thi
P(Q 4)=2 P4). (1.2)
i=1 i=1
Pinh Iy 1.1. (Dinh Iy céng xdc sudt)
Néu 4, B 1a hai bién cb bat ky thi P(4 U B) = P(4) + P(B) — P(4B). (1.3)
Chitng minh.

Truong hop A, B 1a hai bién ¢ bt ky, bién cb tong cia ching c6 thé biéu dién thanh

tdng ctia 2 bién cb xung khic A 4 U B=4 +BA.Khi d6, P(4 U B)=P(4) + P(BA).

Mit khac, B = B(A+ A)= BA +BA nén P(B) = P(BA) +

_ _ S
P(BA), suy ra P(BA) = P(B) - P(BA). Tt o, ta co %
P(4 U B) = P(4) + P(B) — P(4B). A

Mé rong: BA

N

e Néu 4, B, Clababién cd bat ky thi
P(A4uUBUC)=P)+PB)+P(C) -PAB) - P(AC) - P(BC) + P(ABC)
o Néud, 4, ..., Ay 1a mot nhém déy du céc bién ¢o thi D P(4,)=1.
i=1
Vi du 1.16. Trong mdt 16p hoc, ti 1€ hoc sinh dat diém gi6i mon Toan 1a 10%, ti 1€ hoc sinh
dat diém gidi moén Anh 12 9% va gidi ca hai mon 1a 5%. Chon ngau nhién mot hoc sinh

trong 16p. Tinh xac suat dé hoc sinh d6 khong dat diém gioi ca mon Toan 1an moén Anh?
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Gidi: Goi A 14 bién ¢ “Sinh vién d6 dat diém gi6i moén Toan”, B 1a bién c¢b “Sinh vién dé
dat diém gioi mon Anh”. Theo gia thiét thi
P(4) = 0,01, P(B) = 0,09 va P(4B) = 0,05

Goi C 12 bién ¢b “Sinh vién d6 khong dat diém giéi ca mon Toan 1an moén Anh” thi C
14 bién c¢b “Sinh vién d6 dat diém gioi mén Toan hodc mén Anh” hay C =4 U B. Theo
dinh ly cong xac suat (1.3),taco

P(C)=P(4 U B)=P(4) + P(B) — P(4B) = 0,01 + 0,09 0,05 = 0,14.

Suy ra, P(C)=1-P(C)=1-0,14 = 0,86.
1.4.2. Dinh Iy nhin xdc suit
1. Xac suit cé diéu kién

Xét vi du: Mot hop chira 10 vién bi gidng nhau, trong d6 co 6 bi xanh va 4 bi tring.
Nguoi thu 1 1éy ngﬁu nhién 1 bi (khéng tra lai vao hop).
Tiép d6, nguoi thir 2 1dy 1 bi. Tinh xac sut dé nguoi thir 2

ldy dugc bi xanh néu biét ngudi thir 1 d3 lay dugce bi xanh?

o

Gidi:

Goi 4 12 bién ¢d “Ngudi thir 1 14y duoc bi xanh”
B 1a bién cb “Nguoi thu 2 le”iy duge bi xanh”. Khi do, xac suét P(B) sé& phu thudc

vao viéc 4 xay ra hay khong xay ra.

+ Néu 4 d3 xay ra thi xac suat cia B 1a g, ky hiéu P(B| 4) =§.
4 n , s s I L6 - 6
+ Néu 4 khong xay ra thi xac suat cua B 1a 9’ ky hiéu P(B|A) = e

Nhu vdy, viéc xay ra hay khong xay ra ciia 4 da anh huong dén kha ning xay ra cta B.
Xac suat ciia B trong diéu kién 4 di xdy ra duoc goi 1a x4c suét c6 diéu kién cta B trong
didu kién 4 di xay ra, ky hiéu P(B| A).

Pinh nghia 1.5. Gia sir Q 1a khong gian cac bién ¢6 so cap va B 1a mot bién cd ngau nhién
ctia phép thir. Néu P(B) > 0 thi xac suit ¢ diéu kién ctia bién c¢b A véi diéu kién B da xay

ra, ky hiéu P(4| B), dugc xac dinh boi:
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_ P(4B)
- PB)

P(4|B) (1.4)

Tinh chit 1.2.
1) 0< P(4]|B)< 1.
2) P(Q|B) =1.
3) P(B|B) =1.
4) Néud N C= @ thi P(4+C)|B) = P(4|B) + P(C|B).
5) P(4|B) =1- P(4|B).

Vi du 1.17. Trong mot viing dan cu, ti 16 ngudi méc bénh tim 1a 9%, mic bénh huyét ap 1a
12%, méc ca bénh tim va huyét dp 1a 7%. Chon ngiu nhién mot ngudi dan trong ving, biét
nguoi d6 méac bénh tim, tim xac suat dé ngudi d6 khong mac bénh huyét ap?

Giai:

Goi A4 1a bién c0 “ngudi d6 bi mac bénh tim”

B 1a bién ¢ “ngudi d6 bi mac bénh huyét ap”.

N\

Theo gia thiét, ta co
P() = 0,09, P(B) = 0,12 va P(4B) = 0,07

7%

Khi d6, P(B| 4) 1a xac suit ngudi chon ra bi méc bénh

huyét 4p biét nguoi d6 dd mac bénh tim. Vay thi P(§| A) chinh 1 xac sudt ngudi chon ra
khong bi mic bénh huyét ap biét nguoi d6 d¢a méic bénh tim.

Theo cong thirc xac suit co diéu kién (1.4)

Do d6, P(B| A) =1- P(B|A4) =1-0,667 ~ 0,333.

Vi du 1.18. Pé xét hiéu qua cua mot loai Vaccine, nguoi ta diéu tra tinh hinh mic bénh

trén 1000 ngudi dan c6 va khong tiém phong loai Vaccine nay. S6 liéu thu dwoc nhu sau:

Mic bénh Khong méic bénh Tong s6
C6 tiém phong (4) 12 188 200
Khong tiém phong (B) 288 512 800

16



Tong sd 300 700 1000

a. Chon ngiu nhién mot nguoi trong s6 1000 nguoi nay, biét nguoi d6 c6 tiém phong.
Xét xem kha ning ngudi d6 mac bénh 1a bao nhiéu?

b. Chon ngiu nhién mot ngudi trong s6 1000 ngudi do, biét ngudi d6 thudée nhom
khong tiém phong. Xét xem kha niang ngudi d6 khong mac bénh 1a bao nhiéu?
Giai:

a. Goi 4 1a bién cb “ngudi d6 c6 tiém phong”; B 1a bién cd “ngudi d6 khong tiém
phong”; C 1 bién ¢b “ngudi d6 bi mic bénh” va D 1a bién cd “ngudi d6 khong bi mic

bénh”.

Khi dé, Py ~ 220 02 pB) ~ -0 g
1000 1000
300 700

P(C) ~ —— =0,3 P(D) ~ — =0,7.
© = {000 )~ T000

AC 1a bién ¢b “nguoi d6 co tiém phong va bi mac bénh”

AD 1a bién ¢6 “ngudi d6 co tiém phong va khong bi mac bénh”

BC 14 bién ¢b “ngudi d6 khong tiém phong va méc bénh”

BD 1a bién c6 “ngudi d6 khong tiém phong va khong bi mic bénh”.
12 188

P(AC) ~ —— =0,012 P(AD) ~ —— =0,188
1000 1000

P(BC) ~ 258 — 288 P(BD) ~ 12 = 0512,
1000 1000

P(C| A) laxac suét nguoi dugc chon bi mic bénh biét nguoi do co tiém phong, ta co

P(4) 200

P(C[4)

b

b. P(C|B) la bién c¢b ngudi duge chon khong bi mic bénh biét ngudi d6 thude nhom
khong tiém phong, ta co

P(BC) _ 288

PEIB) =SB = 300

=0,36.

2. Tinh dgc lap cia cac bién co
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Pinh nghia 1.6. Hai bién ¢6 4 va B dugc goi 1a doc 1ap voi nhau néu viée xay ra hay
khong xay ra cia bién cb nay khong anh huong dén kha ning xay ra cia bién c¢d kia va
nguoc lai. Noi cach khac, hai bién ¢b 4 va B duogc goi 1a doc lap véi nhau néu
P(B| A)=P(B) hay P(4|B)=P(4).

Mo rong khai ni€ém doc 1ap cho n bién ¢d, ta c6

e HEA, A, ..., A, goiladoc lap ting doi néu va chi néu bat ky hai bién ¢b nao
trong nhom ciing doc 14p vé1i nhau, nghia 1a P(4, | 4,) =P(4,) (i # k).

e He Ay, Ay ..., A, goiladoc lap trong toan thé néu va chi néu bat ky bién cb nao
trong nhém ciling doc 1dp véi tich mot s6 bat ky cac bién cb trong (n — 1) bién ¢ con lai.
Diéu nay c6 nghia 12 moi ddy (i1, i, . . ., ix) < (1,2, ..., n),

P(4;14,..4)=P(4)), j& {ir,i2, . . ., ik}
3. Pinh Iy nhén xac suat
Pinh Iy 1.2. (Dinh Iy nhin xéc suat)

a. Void, Bla2 bién cb bat ky, ta co P(4B)=P(4|B).P(B) v6i P(B)> 0. (1.5)

b. V6idy, 4, ..., A, 1an bién cd bat ky, ta co:

P(4,..4)=P(4)P(4, | 4)P(4, | 44,)..P(4,|A44,..4,,) (1.6)
Tur dinh nghia vé tinh doc lap cta cac bién cd va dinh ly nhan xac suét, ta suy ra:

c. Haibiéncd 4 va B doc 1ap véi nhau néu va chi néu P(4B) =P(A4).P(B).

d. Néu {4y, 4; ..., A,} doc lap trong toan thé thi P(44,...4,)=P(4)..P(4,).

Vi du 1.19. Hai xa tha ban mdi ngudi mot vién vao cing mdt muc tiéu. Xac suat trang
dich cua xa thu 1 14 0,7; cta xa thi 2 14 0,6. Tinh xac suat dé muc tiéu bi trang dan?
Gidi: Goi A 1a bién ¢ “xa thu 1 bin tring muc ti€éu”

B 14 bién c6 “xa thu 2 bén trang muc tiéu”

H 1a bién ¢b “muc tiéu bi tring dan”.

Lac do, P(4)=0,7, P(B) = 0,6 va H=A U B. Theo cong thirc cong xac suét,
P(H) =P(4 v B) = P(4) + P(B) — P(4B).

Mat khac, do hai bién ¢6 4 va B doc 1ap voi nhau nén P(4B) = P(4)P(B) =0,7.0,6 = 0,42.
Suy ra, xac suat dé muc tiéu bi tring dan la

P(H) =0,7 + 0,6 — 0,42 = 0,88.
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Vi du 1.20. Mot nguoi ban lién tiép vao mot muc tiéu cho dén khi c6 mot phat dan tring
muc tiéu thi ngung ban. Biét ring x4c suit trang muc tiéu ciia mdi 1an ban 1a nhu nhau va
bang 0,6. Tinh xé4c suét sao cho khi ban dén phat th tr thi ngung ban.
Gidi: Goi 4;1a bién c¢b “phat thi i trang muc tiéu”, i=1,2,3, ..., n.
A 13 bién c6 “ban dén phat th tu thi ngung”
Taco, A= A A, A, A,.Theo dinh Iy nhan xac suét thi:
P(A) = P(A4 ) P(d, | 4) P(4; | A.4) P(4, | 4.4,.4,).
Trong do, P(4,)=1-0,6 = 0,4.
Miatkhac,do 4, € A ; A, C A, C A nén A A, = A, va 4, A, A, = 4,. Tirdo
suy ra P(4,|4) =1-06  P(4|4.4) =P(4|4)=1-06
P(A, | 4.4,.45) = P(4,] 4;) =0.6.
Vay, P(4)=0,4.0,4.0,4.0,6 =0,0384.
1.4.3. Cong thirc xdc sudt day dii - Cong thirc Bayes

1. Cong thire xac suit diy di

Pinh Iy 1.3. Gia st {4,, 45, . .., 4,} 1a mot nhoém day du cac bién c¢b, P4) >0 (=1, n)
va B 1a bién c6 bt ky trong cung phép thir. Khi do,ta co

P(B)= Y P(B| 4)P(4) (1.7)

Chitng minh: Cho {4\, 4, . . ., A,} 1a nhom day du cac bién cd va B 1a mot bién cb bat ky
cuaphép thu,tac6 B=BA,+...+BA,,06day {BA,, ..., BA,}

xung khic ting do6i nén theo cong thirc cong xac suat

P(B) = P(BA]) +...+ P(BAn)

Hon nita, theo cong thirc nhdn xac sut P(BA)=P(B| 4

ta c6 P(B) = iP(B | 4)P(4).

i=l1
Cong thirc nay duoc goi 1a cong thue xac suat day du, nd cho phép tinh xac suat cua
bién cO B doi vdi toan nhém bién ¢6 day du 44, Ay, . . ., A,

2. Cong thirc xdc suit Bayes
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Cho {4, 4,, . .., A,} 1a mot nhém ddy du cac bién cb v6i P(4,) > 0 va B 1a mot bién cb
bét ky trong cing phép thir, P(B) > 0.
Theo cong thirc nhin xac suat: P(A4,.B)=P(4, | B).P(B) (P(B)>0)
P(4,.B)=P(B|4,)P(4,)  (P(4r)>0)

P(B|4,)-P(4,)

Suyra, P(4, |B)= P(B)

thay P(B) bang cong thirc x4c suat ddy du, ta co

b, | 5y PBLAIPA)

n

ZP(B | 4).P(4,)

Ta cé dinh ly sau
Pinh Iy 1.4. Cho {4}, 4, . . ., A,} 1a mot nhém day du cac bién c¢b voi P(4;)) > 0 va B la
mot bién cb bat ky trong cung phép thir, P(B) > 0. Khi do,

k=1,2,...n (1.8)

P(B| 4)P(4,)
D P(B| 4)P(4)

P(Ak | B)=

Cong thirc nay duoc goi 1a cong thirc xac suit Bayes. Cac xac suit P(4)), P(4), . . .,
P(4,) dugc xac dinh trude khi phép thir dugc tién hanh, duoc goi 1a cic xdc sut tién
nghiém. Cac xac suat P(4, | B) duogc xac dinh sau khi phép thur duoc tién hanh va bién cb
B da xay ra, duoc goi la cac xac suat hau nghiém.

Vi du 1.21. M6t trai chin nudi nhin 50 con giéng tir ba co s, trong d6 15 con thudc co s¢
1; 10 con thudc co s& 2 va 25 con thudc co s& 3. Ti lé con giéng khong dat ti€u chuén cia
mdi co sé twong tng 14 16%, 15% va 12%.

a. Hiy xéc dinh ti 1& con gidng dat tiéu chudn cia ca 16 con gidng?

b. Kiém tra ngiu nhién 1 con tir trai chin nudi nay thiy khong dat tiéu chuan. Hay xét
xem trach nhiém thudc vé co s& nao 13 16n hon?

Giai:

a. Khi thuc hién phép thu “kiém tra mot con giéng cua trai chian nu6i” thi c6 mot va
chi mot trong 3 bién ¢b sau xay ra:

A; = “con gidng thudc co s¢ i i =1, 2, 3. Khi d6, {41, 45, A3} 1a mot nhom day du
cac bién cb.

Goi B 1a bién ¢b “con gidng khong dat tiéu chuan”. Theo gia thiét, ta co
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P(4,)=0,3 P(4,) =0, P(43)=0,5
P(B|4,)=0,16 P(B| 4,)=0,15 P(B| 4,)=0,12.

Can tinh P(B)?

Theo cong thirc xac suat day di, ta co P(B) = 23:13(3 | 4)P(4) =03 .0,16+0,2.0,15+
P
0,5.0,12 =0,048 + 0,03 + 0,06 = 0,138. Tir d6 suy ra, xac suat dé mot con giéng dat tiéu
chudn 1A P(B)=1-P(B)=1- 0,138 = 0,862.
Vay, ti 18 con gidng dat tiéu chuan ctia ca 16 con giong 1a 86,2%.
b. B da xay ra, can tinh va so sanh P(4,|B), P(4,|B), P(4,|B)?
Ap dung cong thiic x4c suat Bayes

_P(B|4)P(4) 0,3.0,16 0,048

P(4 | B
e P(B) 0,138 0,138
p(4, | B)= FBIAIP(A) _0.20.15 _ 0,03

2 P(B) 0,138 0,138
P(4,|B)= P(B| 4,)P(4,) _0,5.0,12 _ 0,06

P(B) 0,138  0,138°

Ta thay P(4,|B) la l6n nhit nén nhiéu kha ning nhat 13 con gidng khong dat tiéu
chuén d6 duoc nhan vé tir co s6 3. Nghia 1a, trach nhi€ém thude vé co s0 3 1a 16n hon.
1.5. DAY PHEP THU BERNOULLI
Pinh nghia 1.7. Mot phép thir trong d6 bién c¢b 4 xay ra véi xac sut p va khong xay ra voi
xac sudt ¢ = 1 — p dugc goi 1a phép thir Bernoulli. Tién hanh lip lai phép thir Bernoulli n
1an doc 1ap nhau, ta c6 ddy n phép thir Bernoulli hay con goi 1a luge d6 Bernoulli.

Chéng han, ty 1€ nay mam cua mot loai hat giéng 1a 75%, nguoi ta gieo thi diém 10 hat.
Do 1a day 10 phép thir Bernoulli.
1.5.1. Cong thirc Bernoulli

Bai toan dit ra: Tim xac suat dé trong n phép thir Bernoulli, bién c6 4 xudt hién k lan.
Pinh 1y 1.5. Xéc suét dé trong n phép thir Bernoulli, bién cb 4 xuét hién dung k lan, ky
hi¢u P, (k), dugc tinh theo cong thirc:

P (k)=C‘p*q"™ v6i k=0,n. (1.9)

Chitng minh:
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Goi B = “trong n phép thtr, 4 xuét hién k lan”.

B xdy ra theo nhiéu phuong thirc khac nhau, trong d6 viéc xay ra ciia 4 ding & lan vad
dang n — k 1an c6 thé dién ra theo cac trinh ty khac nhau. Noi cach khac, B 1a tong cia cac
bién cb xung khic c6 dang sau

B=AA, A A ..A+. +AA4. A A .A

M>i bién c6 thanh phan ctia B 1a mot cach chon k phép thir trong d6 4 xay ra tlr n vi tri,
suy ra tong s6 cac bién cb thanh phan cta B 1a c.

Mit khac, 4; va 4; doc 1ap v6i nhau nén mdi bién cd thanh phﬁn clia B ¢o xac suét 1a
pkqn—k .

Hon nita, cic bién cd thanh phan ciia B 1a cac bién cd xung khic ting d6i nén

P(B)=C!p'q"™ .

Hé qua 1.2. X4ac suit dé trong n phép thir Bernoulli c6 tir k; dén & 14n xudt hién bién ¢b 4,

ky
ki hiéu P, (k,k,), dugc tinh theo cong thiuc P, (k,k,) = Z Ctptq"™.

k=k

Vi du 1.22. Xéc suét thanh cong ctia mot thi nghiém sinh hoc 14 0,7. Mot nhom gém 5 sinh
vién cung tién hanh thi nghiém trén mot cach doc lap nhau. Tinh xac suat dé trong 5 thi
nghiém:

a. Co dung 3 thi nghiém thanh céng.

b. C6 tir2 dén 4 thi nghiém thanh cong.

c. C6 it nhit 1 thi nghiém thanh cong.
Gidi:

a. Goi 4 1a bién ¢ “thi nghiém thanh céng”. Khi d6, P(4)=p =0.7.
Xac suat dé co dung 3 thi nghiém thanh cong duoc tinh theo cong thirc Bernoulli 1a

P.(3;0,7) = C3(0,7)*.(0,3)* = 0,3087.

b. Xéc suét dé co tir 2 dén 4 thi nghiém thanh cong 1a P,(2,4) = C2(0,7)>.(0,3)° +
C3(0,7)°.(0,3)* + C¥(0,7)*.(0,3)' =0,80115.

c. Goi B 1a bién b “c6 it nhat 1 thi nghiém thanh cong”. Khi do,

B 1a bién co “khéng co6 thi nghiém nao thanh cong”.
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Ta ¢6, P(B) = P,(0;0,7) = C2(0,7)".(0,3)° = 0,00243.

Suyra, P(B)=1 - P(B)=0,99757.
1.5.2. Sé c6 khd nang nhit

Bai toan dit ra: Khi gieo thi diém 10 hat gidng, kha ning 16n nhat 1a c6 bao nhiéu hat
nay mam. Theo cong thirc Bernoulli, c6 thé tinh dwgc xac suit dé trong 10 hat duoc gieo
c6 k hat nay mam (k=0,1,2,..,10). Trong cac xac suit nay sé ton tai s& 16n nhit va ko
g v&i xac suat 1on nhat s& 1a s6 hay xdy ra nhat.
Pinh nghia 1.8. Cho mot diy n phép thir Bernoulli (ddc lap), sé ky ma ing véi no P, (k)
16n nhat dugc goi 1a s6 c6 kha ning nhat:

P, (k,) = max P(k) .

Quy tic tim s6 c6 kha ning nhat:
a. Néu(n+ l)plasdnguyénthike=m+ pvaky=m+1)p—1
b. Néu (n + 1)p 13 s6 thap phan thi ko 13 s6 nguyén 16n nhat théa man
ko<(@m+1)p
Chutng minh: Xét su bién thién cua P (k) theo k dé tim ko.
P, (k+1) _ CHp* g™ _(n=h).p
P, (k) C.r'q"t (k+1).q

Tir day suy ra rang, P (k+1)>P, (k) khik<np-qhayk<@m+l)p—-1; P, (k+1)=P (k)

Ta lap ti s6

khik=np—-ghayk=ntl)p—1; P (k+1)<P, (k) khik>np—qhayk> (nt+tl)p—1.

Ta théy khi £ tang tur O dén n, ham P (k) thoat tién tdng, sau do6 dat cuc dai, 1o giam
dan. Do vy,

a. Néu (n+ 1)p 1a s6 nguyén thi (n+1)p — 1 ciing 1a sé nguyén, khi d6 P (k) dat cuc
daitai2 giatriciaklako=(m+1)pvaky=m+ 1)p—1.

b. Néu (n+ 1)p 1a s6 thap phan thi (n+1)p — 1 ciing 1 s6 thap phan, khi d6 P, (k) dat
cuc dai tai k = ko v6i ko 12 s6 nguyén thoa man P (k)P (k,-1) < ko—1 < (ntl)p—-1
hay ko < (n+1)p. Do k 1a s6 nguyén nén ko < (n+1)p.

Vi du 1.23. Ti 1é nay mam cia mot loai hat gidng 1a 75%, nguoi ta gieo thi diém 10 hat

giéng loai nay.
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a. Tinh x4c sut dé c6 9 hat nay mam?

b. Tim sb hat gidng niy mam c6 kha ning nhat?
Giai:

a. Viéc gieo mdi hat gibng 1a mot phép thi, ta c6 10 phép thur doc lap. Trong mdi
phép thir chi ¢ 2 trudng hop: Hodc hat gidng nay mam, hodc hat gidng khong nay mam.
Xéc suat dé mot hat giéng ndy mam 1a 0,75. Nhu vay, bai toan théa man lugc dd Bernoulli
véin=10vap=0,75.

Do d6, x4c sudt dé co dang 9 hat ndy mam duoc tinh theo cong thirc Bernoulli 1

P, (9) = C},(0,75)°.(0,25)".

b. Taco (n+1)p=10.0,75="17,5.

Goi ko 1a s6 hat gibng nay mam c6 kha ning nhét thi ko 1a sé nguyén 16n nhat thoa ko <
7.5nénky =17.

Vay, s6 hat gidng ndy mam cé kha ning nhét 1a ko = 7 hat.

BAI TAP CHUONG 1

Bai 1. Mot hop gom 5 bi tring va 3 bi xanh. Lay tir hop ra 2 bi, ¢6 3 cach lay:
Céch 1: lay ngiu nhién dong thoi 2 bi.
Céch 2: ldy ngiu nhién 1an lugt (khong hoan lai) 2 bi.
Céch 3: lay ngau nhién lan lugt c6 hoan lai 2 bi.
Xét theo mdi cach lay:

a) C6 bao nhiéu cach lay 2 bi?

b) C6 bao nhiéu cach Iy 2 bi tring?

¢) Co bao nhiéu cach Iiy 1 bi tring va 1 bi xanh?
Bai 2. C6 bao nhiéu cach sip xép & qua cau khac nhau vao n hop khac nhau?
Bai 3. C6 bao nhiéu cach phan phdi 15 san phim cho 3 co s& sao cho co sd 1 ¢6 2 san
pham, co 56 2 ¢6 3 san pham va co s& 3 ¢6 10 san pham?
Bai 4. Mot 16p hoc ¢6 50 sinh vién trong d6 c¢6 30 1a nam. Co6 bao nhiéu cach chon ra mét
ban can sy gom 4 sinh vién néu:

a) Co dung 2 nam

b) Co nhiéu nhét 2 nam
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¢) Khong c6 nam
d) Co it nhat 1 nam.
Bai S.
a) C6 bao nhiéu cach sip xép 5 sinh vién va 2 gido vién ngdi trén mot chiéc ghé dai
sao cho 2 gi4o vién ludn ngdi canh nhau?
b) Co bao nhiéu cach sip xép 5 sinh vién va 2 gido vién ngdi quanh mot chiéc ban
tron sao cho 2 giao vién luén ngdi canh nhau?
Bai 6. Ly ngiu nhién trong mot 16 hang ra 4 san pham dé kiém tra, quan tam dén sé phé
pham trong 4 san pham do.
a) Xac dinh céac bién cb so cdp, khong gian mau.
b) Bifu dién céac bién cb sau theo cac bién cb so cap
A = “c6 nhiéu nhét 1 phé pham”
B = “c6 it nhat 1 phé pham”
C = “c6 it nhat 2 phé phdm”.
¢) Chi ra cac bién cd xung khéc, dbi lap trong cac bién cd thu dugc.
Bai 7. Ba xa thu cung ban, mdi nguoi 1 vién vao cung mdt bia. Goi 4, B, C 1a cac sy kién
céc xa thu tuong ing ban tring bia.
a) Nhom cac bién ¢ {4, B, C} c¢6 xung khic tirng d6i hay khong?
b) Hay biéu dién cac sy kién sau theo 4, B, C:
D = “c6 it nhat 1 vién tring bia”
E =“c4 3 vién déu tring bia”
F=“chi 1 vién trang bia”
G = “khong vién nao trang bia”.
Bai 8. Mot phong diéu trj c6 3 bénh nhan nang cung nhap vién mot lac. Goi 4, 4,, A3 1a
cac sy kién cac bénh nhan tuong Gng can cap ctru trong vong 1gid. Hiy biéu dién cac sy
kién sau:
a) Co 2 bénh nhan can cip ctru trong vong 1 gio.
b) Co6 it nhit mot bénh nhan can cp ciru trong vong 1 gid.
Bai 9. C6 hai hop dung bi xanh, bi d6 va bi trang: Hop 1 chira 3 bi trang, 2 bi do va 4 bi
xanh; Hop 2 chta 4 bi trfmg, 4 bi d6 va 3 bi xanh. Léy ngau nhién & mdi hop ra 1 bi. Goi
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T\, T»; D1, Dy va X1, X» lan luot 14 cac bién cb 1ay dugc bi tring, bi do, bi xanh tir hop 1 va
hop 2.
a) Hay biéu dién cac bién cb sau theo cic bién ¢ so cap:
A= “Liy dugc 2 bi cing mau”
B =“2 bi ly ra khong c6 bi xanh”
C=“2 bi lay ra it nhat ¢ 1 bi xanh”.

b) C6 bao nhiéu bién ¢d so cap thudn loi cho bién cb D = “Lay duoc 2 bi khac mau™?
Bai 10. C6 thé xem xéc sudt sinh con trai 13 bao nhiéu néu theo ddi 88200 tré so sinh trong
mot Qudc gia thiy co 45600 bé trai.

Bai 11. (Bai toan gap nhau) Hai nguoi X, Y thda thuan gip nhau & mét dia diém hen trude.
M&i ngudi dén d6 doc 1ap voi nhau tai mot thoi diém ngau nhién tir 8 gio dén 9 gio va quy
wdc ngudi ndo dén trudce thi chd trong 20 phut, néu ngudi kia khong dén thi s& bo di. Tim
xac suat dé hai nguoi gap nhau.

Bai 12. (Bai toan cdy kim Buffon) Trén mit phang c6 ké vo sb cac dudng thing song song
va cach nhau mot khoang 2a. Tung ngiu nhién mot ciy kim cé chiéu dai 2/ (I < a). Tinh
xac suat dé cay kim cat mot trong cac duong thang bat ky.

Bai 13. Phat hanh 100 vé s, trong d6 c6 5 vé tring thudng. Mot ngudi mua 3 vé. Tinh xac
suat dé co dung 1 vé tring thuong?

Bai 14. Mot hop dung 4 vién bi tring va 6 vién bi do, 1dy ngau nhién khong hoan lai lan
luot 2 vién. Tinh x4c suit dé liy duoc:

a) 2 vién tring

b) it nhét 1 vién do

¢) vién thir 2 do.

Bai 15. Mot 16 tho co6 48 thd c6 gen di hop tir Xt, 16 tho c6 gen di hop tir XX, trong d6 X
13 gen mau xam (gen troi) va t 13 gen mau tring (gen lin). Bit ngdu nhién tirng con mot ra
2 tho.

a) Tim xéac sudt dé 2 tho cing gen.

b) Gia st 2 thd bat duoc co mot tho duc va mot thod cai. Cap tho nay sinh dugc 4 thod

xam. Tim xac suat dé cap tho bd me ciing gen Xt, cling gen XX.
Bai 16. C6 3 nguoi cung choi bong rd, mdi ngudi ném mot qua. Xac suat ném trang ro ctia

moi ngudi lan luot 14 0,5; 0,6; 0,7. Tinh x4c suat dé:
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a) Ca 3 ngudi déu ném trang rd

b) C6 it nhat 1 ngudi ném trang rd

¢) C6 it nhit 1 ngudi ném khéng trang rd

d) Co diing 2 nguoi ném tring ro.

Bai 17. Hay ching minh cac khang dinh trong mo rong cua dinh 1y cong xac suat. Hay viét
cong thac tinh xac suét clia téng 4 biéncbd 4, B, C, D.
Bai 18.

a) Heé n bién cb doc lap ting doi thi c6 doc lap trong toan thé khong?

b) Ching minh néu A va B doc lap thi 4 va B; AvaB; Ava B cling doc lap.

¢) Chung minh néu 4 va B, doc lap, 4 va B, doc lap, B va B, xung khic, thi 4 va

(B1tB,) doc lap.
Bai 19. Néu hé {4, 4,, . . ., A,} 1a ddc lap ting d6i thi c6 thé khing dinh duoc ring
P(44,..A)) = P(4,)...P(4,) hay khong?
Bai 20.

a) Chung minh rang néu 4 va B xung khic va co xac suat duong thi A va B khong thé

ddc 1ap voi nhau. Cho vi du minh hoa.

b) C6 phai “néu 4 va B khong xung khic thi chung luon doc lap v6i nhau” hay khong?
Bai 21. Diéu tra so thich xem ti vi cia cac cip vo chdng tré trong mot ving, ta ¢ cac két
qua sau: 50% cac ¢ vo thich xem phim Han Qudc, ti 1é nay & cac ong chong 1a 30%. Song
néu thay vo thich xem thi xac suat dé cac ong chong thich xem cung 1a 40%. Gap ngau
nhién mét cap vo chéng. Tinh x4c sut dé:

a) Hai nguoi cung thich xem

b) it nhit mot nguoi thich xem

¢) Ca hai nguoi déu khong thich xem

d) Néu thiy chong thich xem thi vo ciing xem

e) Vo khong xem nhung chdng van xem.

Bai 22. Mot cong nhan ding 3 may, biét cac may hoat dong doc 1ap v6i nhau. Xéac suat dé
trong thoi gian £ = 5 ndm may 1, may 2, may 3 khong bi hdong tuong ung 1a 0,7; 0,8 va 0.9.
Tim x4c suat dé it nhét 1 trong 3 may khong bi hong trong khoang thoi gian do.
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Bai 23. Mot ngudi co 3 con ga méi, 2 con ga tréng nhét chung trong ciing mot 1dng. Mot
nguoi dén mua, nguoi ban ga bat ngau nhién ra mot con. Ngudi mua chip nhan mua con
do.

a) Tim xéac sudt dé nguoi d6 mua dugc con ga mai.

b) Nguoi thir hai dén mua, ngudi ban ga lai bt ngdu nhién ra mot con. Tim xac suit

dé ngudi thtr hai mua duge ga trong.

¢) Xac sudt nay sé bang bao nhiéu néu ngudi ban ga quén mat rang con gi ban cho

ngudi thir nhat 1a con ga mai hay trong.
Bai 24. Dé dap tat nan sdu bénh hai la, d6i bao vé thuc vit cua Hop tac xa da tién hanh
phun thudc 3 lan lién tiép trong mot tuan. Xéac sudt sdu bi chét sau lan phun tht 1 1a 0,5.
Néu sau song sot thi kha ning bi chét sau 1an phun thtr 2 13 0,7. Tuong tu, sau lan phun thir
312 0,9. Tim x4c suat sdu bi chét sau dot phun thudc.
Bai 25. C6 12 hop thube trong d6 ¢6 3 hop di qua han sir dung, duoc chia lam 3 goi mdi
g6i 4 hop. Tinh xac suat dé trong mdi goi déu cd hop thude da qua han.
Bai 26. Trong diéu tri bénh lao c6 hién twong khang thudc. Goi 4 1a hién twong “khang
INH cua vi khuan lao”, B 13 hién tugng “khang PAS cua vi khuan lao” va C 1a hién tugng
“khang Streptomycin ctia vi khuan lao”.

Qua theo ddi ta biét kha ning khang INH cuia vi khuan lao 1a 20%, nghia 1a P(4) = 0,2.
Tuong tu, P(B) = 0,4 va P(C) = 0,3. Viéc khang cac loai thudc khac nhau 1a doc lap véi
nhau.

Néu phdi hop ca 3 loai thudc trén thi kha ning khoi bénh 1a bao nhiéu.

Bai 27. Mot hop kin dung 3 qua cau d6 va 4 qua cdu xanh. Tinh xac suit dé khi chia hop
cau d6 mot cach ngdu nhién thanh 3 phan bang nhau thi:

a) Ca3 quaciu do cung ¢ trong mot phan.

b) MObi mot phan c6 mot qua cau do.

Bai 28. Mot du an dugc trién khai & mot vung ndng thon. Trong do, c6 40% s6 ho vay von
dy an. Sau mot chu ky san xuat, két qua diéu tra cho thay 70% sé ho vay von duoc ning
cao thu nhap. Ti 1é nay ddi voi ho khong vay von 1a 30%. Tinh ti 1& hd co ning cao thu
nhdp cua toan vung?

Bai 29. Bin 3 vién dan vao cung mot muc ti€u mot cach doc lap. Xac suét tring muyc ti€u

ctia moi vién 1a 0,2; 0,3 va 0,5. Neu c6 1 vién tring thi muc tiéu bi pha hiy véi xac suat
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0,4. Néu c6 tir 2 vién trd 1én trung thi muc ti€u chic chin bi phé hay. Tim xéac suat dé muc
tiéu bi pha huy khi ban 3 vién dan trén?
Bai 30. Mot thiét bi gom ba linh kién loai 1, 2, 3; chung chiém twong tmg 35%, 25%, 40%
téng s6 linh kién cua thiét bi. Ti 18 bi hdéng sau mot khoang thoi gian hoat dong cua cac loai
linh kién tuwong tng 1a 15%, 25% va 5%. Thiét bi dang hoat dong bong nhién c6 mot linh
kién bi hong. Tinh xem linh kién loai nao c6 nhiéu kha nang bi hong nhit.
Bai 31. Mot 16 hat giéng duogc phan thanh ba loai: loai 1 chiém 2/3 sd hat cua ca 16; loai 2
chiém 1/4; con lai 1a loai 3. Ti 18 nay mam tuong tmg cua moi loai 1a 80%, 60% va 40%.
Hay xac dinh ti 16 nay mam chung cua 16 hat giéng?
Bai 32. Trong mot tram cép ctru bong c6 80% bénh nhin bong do ndng, 20% bénh nhan
bong do héa chit. Loai bong do nong cé 30% bi bién ching, loai bong do hoa chét co 50%
bi bién chimg.
a) Tu tap hd so bénh nhan, nguoi ta chon ngglu nhién ra mot bénh an. Tim xéac suat dé
gap mot bénh an cua bénh nhan bi bién ching.
b) Rut ngﬁu nhién duoc mot bénh 4n ctia bénh nhan bi bién ching. Tim xac suat dé
bénh 4n d6 1a ciia bénh nhan bi bién chirmg do bong gy ra.
Bai 33. Ti & ngudi dan nghién thudc 14 1a 30%, biét rang ti 1¢ ngudi bi viém hong trong s6
ngudi nghién thude 14 1a 60%; con ti 1¢ nguoi bi viém hong trong sé nguoi khong hit thude
1a 1a 40%.
a) Chon ngiu nhién mot ngudi, biét rang ngudi d6 viém hong. Tinh xac suat dé ngudi
d6 nghién thudc 1a.
b) Néu ngudi d6 khong bi viém hong, tinh x4c suat dé nguoi d6 nghién thube 1a.
Bai 34. C6 hai chudng tho thi nghiém: chudng 1 ¢6 12 thé trang va 3 thé ndu; chudng 2 c6
16 tho tring va 4 thé nau. Tinh cd mot con thd tir chudng 2 nhay sang chudng 1. Tu
chudng 1, ngudi ta bt ngdu nhién mot con. Tinh x4c suat dé tho bat dugc 1a tho tring.
Bai 35. Trong mgt vung dan cu ¢6 ti 1¢ nam: nir 1a 9: 11, mot nan dich truyén nhiém xudt
hién trong viing véi kha ning mic bénh ¢ nam gi6i 1a 6% va & nir gioi 1a 2%.
a) Kha ning gip mot nguoi trong viing bi mic bénh 1a bao nhiéu.
b) Chon ngu nhién mot ngudi trong ving thi gip phai ngudi mac bénh. Xét xem kha

nang nguoi dugc chon do 1a nam gidi cao hon hay nit gidi cao hon.
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Bai 36. Ta biét ring mot cip sinh doi co thé 1 sinh doi that (do mot trimg sinh ra), trong
truomg hop dé ching cung giéi hodc co thé 1a gia sinh déi (do hai tring sinh ra), trong
truong hop nay xac suit dé ching cing gidi 14 0,5. Ta gia thiét rang da biét xac sudt cua
mot cadp sinh d6i 1a sinh d6i that trong mot ho nao d6 1a p.

a) Tim xéac sudt dé mot cap sinh doi 14 sinh d6i that biét rang chiing ciing gidi.

b) Tim xéac suat dé mot cap sinh do6i Ia sinh d6i gia biét ring chung khac gidi.
Bai 37. Ti 16 cha mit den va con mét den 13 0,05; cha mét den va con mit xanh 13 0,079;
cha mit xanh va con mit den 13 0,089; cha mat xanh va con mit xanh 1a 0,782.

a) Tim kha ning con mét xanh biét rang cha mét xanh.

b) Tim kha ning con mit khong den biét ring cha mét den.
Bai 38. Mot nguoi dm vao bénh vién, bac Y chan doéan so bo nguoi nay co thé bi méc
bénh A vdi xac suat 70%, méac bénh B vi xac suat 30%. Dé co them thong tin chan doan,
bac sy da cho tién hanh xét nghiém sinh hoa. Sau 3 lan xét nghiém thay c6 mot lan dwong
tinh, biét ring kha ning duong tinh cia mdi lan xét nghiém d6i véi bénh A 13 10%, ddi véi
bénh B 14 30%. Hiy cho biét nén chin doan bénh nhin méic bénh nao.
Bai 39. C6 hai chudng tho: chudng 1 ¢6 3 tho tring va 3 thé nau; chudng thir 2 c6 6 tho
trang va 4 thé ndu. Bit ngau nhién 4 con tho tir chudng thir nhat nhdt sang chudng thir hai.
Sau d6, bat ngau nhién ¢ chudng thir hai ra 1 con tho. Tinh xac suat dé bat duoc tho nau tir
chudng thir hai.
Bai 40. Theo doi két qua diéu tra v& bénh lao, ti 16 nguoi bi lao & mot ving no 1a 0,001.
Tim xac suat dé khi kham cho 10 ngudi:

a) Khong ai bi lao

b) Co 5 nguoi bi lao

¢) It nhét 1 nguoi bi lao

d) Tim s6 nguoi bi lao ¢ kha nang nhit.
Bai 41. Xéc suit dé mdi con lon khi tiém phong béng mot loai vaccine dugc mién dich 1a
0,9. Nguoi ta tiém phong cho 40 con. Tim sb lon duge mién dich c6 kha ning nhit?
Bai 42. Mot 16 hat gidng vai ti 1¢ hat 1ép 1a 5%. Ta phai iy mot mau ¢ bao nhiéu sao cho

xac suat d¢é it nhat c6 1 hat 1ép khong nhé hon 95%.
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Bai 43. Mot bac sy c6 tiéng vé chira mot loai bénh vé6i xac suét chira khoi bénh 1a 0,8. C6
ngudi noi rang ctr 5 ngudi dén chira thi chic chin c6 4 ngudi khoi bénh. Pidu d6 ¢ dung
khong? Tai sao?
Bai 44. Mot nguoi ban lién tiép 5 vién dan vao mot muc tiu voi xac suét tring dich cua
mdi vién 13 0,2. Dé pha hiry muyc tiéu can tir 3 vién trang muc tiéu tré 1én. Tinh xac suat dé
muc tiéu bi tiéu diét.
Bai 45. Mot 16 thudc dong chai c6 ti 16 phé pham 1a 10%. Lay ngiu nhién 10 chai. Tim x4c
sudt dé trong s chai thudc lay ra:

a) Co diing 4 phé pham

b) C6 it nhat 8 phé pham.
Bai 46. Trong mot kho ruou sb lwong chai ruou loai A va loai B 1a bang nhau. Ngudi ta ldy
ngiu nhién mot chai rugu trong kho va dwa cho 4 nguoi sanh rugu ném thir ¢é xac dinh
xem day 1a ruou loai ndo. Gia sir mdi ngudi co kha ning doan dang 1a 80%. C6 3 ngudi két
luan chai rugu thudc loai A va mot nguoi két luan chai rugu thudc loai B. Vay chai rugu

duoc chon thudce loai A véi xac suat bang bao nhi€u.
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CHUONG II:
BIEN NGAU NHIEN VA QUY LUAT PHAN PHOI
XAC SUAT

2.1. Bién ngiu nhién

2.1.1. Khai niém

a) Khai niém: Bién nge:lu nhién 1a mdt dai lugng nhan cac gia tri cua nd voi xac suét tuong
ung nao do.

- Bién ngau nhién thudng biéu thi gia tri két qua cuia mot phép thir ngau nhién.

- Bién ngu nhién thuong dugc ky hiéu X,Y,Z,... hay &,7,6...

Vi du. - Tung mot con xuc xac can doi, dong chat. Goi X 1a s0 cham xuat hién trén méat con
xuc xac thi X la mot bién ngau nhién.

- Do ngau nhién chiéu cao cta 1 sinh vién. Goi £ 1a chi€u cao cta sinh vién d6 thi £ 1a mot
bién ngau nhién.

b) Phan loai bién ngiu nhién:

- Bién ngau nhién ro1 rac
- Bién ngau nhién lién tuc
2.1.2. Bién ngdu nhién roi rac va bang phdn phoi xdc suat

a) Dinh nghia: Bién ngau nhién dugc goi la rdi rac néu tép cac gia tri cua no la hitu han hoac
dém duoc.

Vi du. - Sb chAm xudt hién trén mat con xac xic khi tung.
- S4 tai nan giao thong trong mot ngay & mot ving.

b) Bang phan phbi xac suét

- Gia st bién ngiu nhién X nhan cic gia tri X, X5y X, ,... VO XaC suat twong Ung

p,=P(X=x),i=12.. thind co thé dugc mo ta bang bang phan phdi xac suit nhu sau:

Bing 2.1: Bang phan phoi xic suit clia bién ngiu nhién roi rac

X x| x| ... x

n

p Pr| Py| - | P

trong do Z,- p,=1.

Vi du. Mot chudng c6 10 con tho: 7 tho trang, 3 thé nau. Bit ngiu nhién tir chudng ra 3 con
thd. Goi X 14 s0 tho trang bat ra dugc. Lap bang phan phoi xac suatcia X va tinh cac xac
suat P(0< X <2);P(| X |[£1).

2.1.3. Bién ngcfu nhién lién tuc va ham mdt dé xdc sudt

a) Dinh nghia: Bién ngﬁu nhién dugc goi 1a lién tuc néu tap cac gia tri cia no6 la mot khoang
(hay mot doan) trén truc so thuc.



Vi dy. - Nhiét 6 khong khi & moi thoi diém nao do.
- Chiéu cao ctia con nguoi.
- Thoi gian song cia mét loai cay trong.

b) Haim mét do x4c suét

- Dé mo ta bién ngau nhién lién tuc ta dung khai niém ham mat do.
-Ham f(x) duoc goi la ham mat do ciia bién ngiu nhién X nao d6 néu théa man 2 didu
kién:
i. f(x)=0, VxeR.
[ f()ax=1.
- Khi d6, xac suat dé X thudc vao khoang [x,,x,) duoc xac dinh nhu sau:

P(x, <X <x,)= j F(x)dx

¢) Y nghia cua ham mat do

- Tur dinh nghia ciia ham mét dg, taco P(x < X <x+Ax)[l f(x)Ax.

- X4c sudt @& X nhan gia tri thudc 1an cin kha bé (x,x + Ax) gan nhu ty 18 v6i f(x).
Vidu. - Him f(x) xac dinh boi
0 nluxela bl
f(x)=1 |, ~
= nQixela,b]
goi 1a ham mat d6 ctia phan phdi déu trén [a,b].
- Tudi tho (tinh bang thang) ciia modt loai con tring 13 mot bién ngiu nhién lién tuc co ham
mat do
k(4-x) nQuxe[0,4
f(X) — ( ) ~ e [ b ] .
0 nQu x ¢[0,4]
Xéc dinh k va tinh xac suit dé loai con trung trén chét trude khi dugce 1 thang tudi.
2.1.4. Tinh djc ldp gitta hai bién ngau nhién
Hai bién ngau nhién X,Y duoc goi la doc 1ap néu moi bién cb lién quan dén X déu doc
lap véi bién cb bat ky lién quan dén Y , tirc 1a
P{X € (x,x,);Y € (¥, )} = P{X e (x,,x))}.P{Y € (1, 1,)}

Vi du. Co 2 chuong ga: chudng I ¢6 5 ga tréng, 3 g4 mai; chuong ITco 4 ga tréng, 6 ga mai.
Goi X 14 s6 ga tréng trong 1 con ga bit ra tur chudng I, ¥ 14 sb ga tréng trong 2 con ga bit
ra tir chudng II. Lap bang phan phdi xac suit cia X +7 .



2.2. Ham phén phoi xac suit

2.2.1. Binh nghia

a) Dinh nghia: Him phan phdi ctia bién ngiu nhién X tai xe R xéc dinh nhu sau:
F,(x)=P(X <x)

b) Y nghta:

- F,(x) la x4c suat d¢ bién ngau nhién nhan gia tri bén trai x

- Ham phan phéi phan 4nh mirc d6 tap trung x4c suit vé bén trai diém x .

Khi do:

-Néu X 1abién ngau nhién roi rac nhan cac gia tri Xy Xysees X, v6i xac sudt tuong ung

p=P(X=x), i=1,2,... thi

F@=Y Px=x)=3 p

ix;<x iix;<x

-Néu X labién ngau nhién lién tuc c6 ham mat &6 f(x) thi

Fo)=[" f(de
- Trong truong hop khong can dé cap dén bién ngiu nhién, ta co thé ky hidu F(x) 1a ham
phan phdi ctia bién ngiu nhién X nao do.
Vi du. Gieo dong thoi 2 dong xu can dbi dong chat. Goi X 1 s6 1an xuat hién mat sap.

- Ham phan phdi F(x) la:

0 nlQux<o0
174 nQu0<x<1
Fx) = n~ <X
34 nQu1<x<2
1 nQ2<x
- Pb thi F(x):
1.2
1 —
0.81
y 0.6
0.4
02
2 1 8 ™™ 5 2 3

-0:2-



Vi du. Cho bién ngau nhién X c6 ham mat do:

) = 0 nQu x ¢[0, 72
~|sin2x nuxe[0,72]

- Ham phan phdi F(x) la:

0 nQix<0
F(x)= # nQu0< x< 22
1 nQu 72 < x
- Pb thi F(x):
(B
1
0.8
y 0.6
0.4
0.2
2 -1 Dj i,

02

2.2.2. Tinh chat
a) Ham phan phdi c6 cac tinh chat sau:
i. O0ZF(x)ZI1, VxeR.
ii. xlirEc F(x)=0, Ylirgo F(x)=1.
iii. Néux <x, thi F(x)<F(x,) (tinhkhong giam).
iv. F(x) lién tuc trai tai moi diém.
v. Véia<b thi P@a<X<b)=F(b)-F(a).
b) Nhan xét:
- Néu ham mat d6 f(x) lién tuc tai x = x, thi F'(x))=f(x,) -

- Néu ham phan phdi cia X lién tyuc tai x, thi P(X =x,)=0.



2.3. Cac tham sb dic trung ciia bién ngiu nhién

2.3.1. Ky vong toan

a) Dinh nghia: Ky vong cua bién ngau nhién X , ky hiéu E(X), duoc xac dinh bai:
D Xp, nQu Xréir'cvii P(X=x)=p,i=12..

EX)=1 - i .
[ % (x)dx  nQu Xlitntoc vii hum mEt @ £(x)

trong truong hop cac dai lugng tong chudi va tich phan trén hiru han.
b) Y nghia:
- Ky vong cua bién ngdu nhién 1a gia tri trung binh (theo xac suat) ctia bién ngiu nhién.
- Ky vong phan anh gié tri trong tim ctia phan phéi xac suit ciia bién ngau nhién.
¢) Tinh chét:
i. EC=C,C lahangsd.
ii. E(CX)=CE(X).
. EXzY)=EX)tE®Y).
iv. Néu X,Y doclapthi E(XY)=E(X).E(Y).
v.  Chohamsé g.Khidé

. 9x)p; nQu Xréircvii P(X=x)=p,i=12,..

Vi Egx)=1 ) )
_L g(x)f(x)dx nQu Xli?ntdécvii hummB @ f(x)

Vi dy. Cho bién ngau nhién X c6 bang phan phéi xac suit sau:
x| 1 2 3 4
Pl 27

Tinh E(X);E(X*-3X +2).

Vi du. Cho hai bién ngdu nhién X,Y doc lap, ciing c6 ham mat do
el

Tinh E(X);E(XY );E(X?); E(X+2Y-3).

2.3.2. Trung vi (Median)

a) Dinh nghia: Trung vi cua bién ngﬁu nhién X 1a dai lugng, ky hiéu med(X), dugc xac
dinh nhu sau:

P(X <med(X))< % < P(X £med (X))

b) Y nghia: Trung vi 1a d¢iém phén d6i phan phdi x4c suét thanh hai phin bang nhau.
¢) Nhén xét:

- Néu ham phan phbi F(x) cua X lién tuc thi med(X) 1a nghiém ciia phuong trinh



F(x)=1/2.
- Mot bién ngiu nhién c6 thé c6 mot hodc nhidu gia tri trung vi.
Vi du. Tim cac trung vi cta céac vi du trong phﬁn 2.3.1.
2.3.3. Mode
a) Dinh nghia:
-Néu X 1a bién ngdu nhién rdi rac thi Mode ciia X, ky hiéu Mod (X), 14 gia tri chia X ma
tai d6 xac suat twong Ung la 16n nhat.
-Néu X bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat d6 f(x) thi Mod(X) la gié tri x, lam cuc
dai ham f(x).
b) Y nghia: Mod(X) la gia tri ciia bién ngiu nhién X c6 kha nang xut hién 16n nhit trong
mot 1an can cua no.
Vi dy. Tim cac Mode cia cac vi du trong phan 2.3.1.
¢) Nhan xét:
- Mot bién ngﬁu nhién c6 thé c6 mot hodc nhidu gia tri Mode.

- Néu phan phdi cua bién ngdu nhién 1a dbi xtrng hodc gan dbi xtimg thi dung ky vong dé dic
trung la tot nhat.

- Néu phan phdi cua bién ngdu nhién 1a qua léch thi dung trung vi hodc Mode dé dic trung 1a
t6t nhat.

- Néu phén phdi cua bién ngiu nhién 1a d6i xting va c6 mot Mode thi 3 dic trung: ky vong,
trung vi, Mode 1a tring nhau.

2.3.4. Phuong sai
a) Dinh nghia: Phuong sai ctia bién ngau nhién X, ky hiéu Var(X), la dai luong khéng am
duoc xac dinh bai

Var(X)=E(X -EX)' =EX’ —(EX)’

trong do
D> Xp, nQu Xréir'cvii P(X=x)=p,i=12..
EXt=1"""
j_ X2 f(x)dx nGu X1i@n tdc vi i hum mk @ f(x)
b) Y nghia:

- Phuong sai ctia bién ngau nhién X dung dé do muc do phan tan cua cac gia tri cia X
xung quanh gia tri trung binh EX cua nd.

- Var(X) nhd thi mac d phan tan nho, do tap trung lon.
- Var(X) cang l16n thi d6 phan tan cang cao.
¢) Tinh chét:

i.  Var(C)=0,C 1ahingsb.

ii.  Var(CX)=CVar(X).



iii. Néu X,Y doclap thi Var(X £Y)=Var(X)+Var(Y).
Vi dy. Tinh phuwong sai ciia cac vi du trong phan 2.3.1.
2.3.5. B¢ léch chudn
a) Dinh nghia: P9 1éch chuén cia bién ngu nhién, ky hiéu o(X), duoc xac dinh béi:

o(X)=+Var(X)

b) Y nghia: Do léch chuan dung dé danh gia mic do phan tan cac gia tri cia bién ngau nhién
theo don vi ctia bién ngau ngau nhién.

2.3.6. Moment

a) Dinh nghia:

- Moment cép k cua bién ngdu nhién X 13 s6 u, =EX").

- Moment trung tim cAp & cua bién ngiu nhién X 1a sb m, = E[X — E(X)]".
b) Nhan xét:

- Moment cép 1 ciia X 13 ky vong cua X .

- Moment trung tim cép 2 ciia X 13 phuong sai ciia X .

2.4. Mt s6 quy luat phan phoi xac suit thong dung
2.4.1. Phan phéi 0-1 (Bernoulli)
a) Dinh nghia: Bién ngau nhién X duoc goi 1a co phan phdi 0-1 voi tham s& p, p € (0,1)
néu
P(X=0)=¢; P(X=D)=p, (p+q=1)
Vi dy. Mot loai hat giong nay mam voi xac suat p . S6 hat ndy mam khi gieo 1 hat c6 phan
phéi 0-1.
b) Céc dac trung: EX = p;Var(X) = pq .
2.4.2. Phdn phoi nhi thirc
a) Dinh nghia: Bién ngiu nhién X ~ dugc goi 1a co6 phan phdi nhi thirc v6i tham s
n,p,p e (0,1), ky hiéu X [ B(n, p), néu

P(X=k)=C!'p"(1-p)™* k=0.n




Hinh 2.1: D6 thi phan phdi nhi thirc
Vi du. Mot xa thu ban tring muc ti€u véi xac suét p . Cho xa thu do ban 10 vién dan. Sé vién
dan anh ta ban trang c6 phan phéi nhi thirc B(10, p).
b) Nhan xét:
- Phéan phdi 0-1 1 phan phdi nhj thirc v6i n=1.
- Xét day n phép thir doc 1ap Bernoulli v6i xac suat thanh cong p = P(4) (A 1a bién co
quan sat ciia phép thir). Goi X 1a s lan xuat hién bién ¢ 4 trong n phép thir trén thi
XU B(n, p).
c¢) Céac dic trung: EX =np;Var(X)=np(1-p).
2.4.3. Phan phéi Poisson
a) Dinh nghia:Bién ngiu nhién X dugc goi 1a c¢6 phan phdi Poisson véi tham s A, 4 >0, ky
higu X 0 P(1), néu

e*lik

P(X =k)= k=0,1,2...

0.12
0.1
0.08

0.06

0.04

0.02

0

Hinh 2.2: D6 thi phan phoi Poisson



Vi du. - S6 cudc dién thoai nhan duoc & mot tram dién thoai trong mot phut.

- S6 tai nan giao thong xay ra trong mot ngay.

- S6 may bi hong trong mot nam, s6 13i in trong mot tap sach ...

b) Céc dac trung: EX =Var(X)=A1.

2.4.4. Phdn phéi déu

a) Dinh nghia:Bién ngiu nhién X duogc goi la c¢6 phan phdi déu (roi rac) trén tap {1,2,...,n},
ky hiéu U(n), néu

P(X=k)=L, k=12,
n

0000000000000 000O0CO0O0O0DOoOODOoOO0DOOoDOOm

1.5 20
Hinh 2.3: D6 thi phan phoi déu.

Vi du. SO cham xuat hién khi tung mot con xtic xac.

2_
n+1;Var(X)=n 1.
12

¢) Pinh nghia: Bién ngiu nhién X goi 1a c6 phan phdi déu (lién tuc) trén [a,b], ky hiéu
Ula,b], néu c6 ham mat do dang

b) Cac dac trung: EX =

F(x)=

0 nQuxegla b
nC x [a, b]

1
b-a
Vi dy. Thoi diém dén tram cta xe buyt trong thoi gian tir 7h dén 7h30.
_ 2

d) Céc dac trung: EX = M; Var(X) = (a=by .

2 12
2.4.5. Phan phoi mii
a) Dinh nghia: Bién ngiu nhién X duogc goi la c6 phan phdi mii voi tham s6 1,4 >0, ky
hidu X [ Exp(A), néu c6 ham mat d6 dang
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Hinh 2.4: D6 thi phan phéi mii.
Vi du. - Thoi gian mot khach hang can phuc vu ¢ higu udn toc;

- Thoi gian song ctia bong dén dién

b) Cac dac trung: EX = l; Var(X) = Lz
A A

2.4.6. Phdn phéi chudn

a) Dinh nghia: Bién ngiu nhién X duoc goi 1a ¢6 phan phdi chudn véi tham sb 10,0, ky

hiéu X [0 N(u,07), néu c6 ham mat do dang

_(xfu)2

1
e 2 | xeR

f(x)zo_\/g

Hinh 2.5: D6 thi phan phoi chuin.
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Vi du. - Trong luong va chi€u cao ciia nguoi 16n, chiéu cao cia cay ...
- biém thi cta cac thi sinh.
- Ham lugng va khoang vét trong dat, da ...

b) Cha ¥: - Truong hop x=0,0=1 thi N(0,1) goi la phan phdi chuan tic. Pay la phan
phéi quan trong trong 1y thuyét xac sudt.

- Ham phan phdi chuan N(0,1) dugc ky hi¢u 1a
O(x)=—— [ " at

con goi 1a ham Laplace.

-Néu X [ N(u,0?), bang phép doi bién

thi Y[ N(0,1). Khi d6

Pla< X<b)=PE K < Xt bty Bty (@K

[}

c) Cac dic trung: EX = u;Var(X)=0".

2.5. Vecto ngiu nhién 2 chiéu

2.5.1. Khai niém

Gia sit X,,X,,....X, lacac bién ngiu nhién. Khi do:

-Bo (X,,X,,....,X,) dugc goi la vecto ngﬁu nhién n chiéu

- X, X,,...X, dugc goila cac thanh phﬁn cua vecto ngﬁu nhién.

Truong hop n =2, ta dugc vecto ngiu nhién 2 chiéu.

Vidu. Goi X,Y tuongung la chiéu cao, can nang cda con nguodi thi (X,Y) la mot vecto
ngau nhién 2 chiéu.

2.5.2. Vecto ngau nhién 2 chiéu roi rac va bang phdan phoi xac xudt dong thoi

a) Dinh nghia: Vecto ngau nhién 2 chiéu duoc goi 14 roi rac néu cac thanh phan cta né 1a cac
bien ngau nhién roi rac.

b) Bang phan phbi xac suat dong thoi:

- Gia s bién ngdu nhién X nhan cac gia tri X,,X,,...X, VOl Xac suat tuong Ung

p,=P(X=x),i=1.n

n

- Bién ngiu nhién Y nhin cac gia tri VisVysen ¥, VO1 X4C sudt tuong Ung
q,=PY=y;),j=1.m.
-bat p, =P(X=x,Y=y,): goila xac suat ddng thoi & X nhan gia tri x, va Y nhan

giatri y, voii=l.n,j=1.m.
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Bang phan phdi xac suat dong thdi cua vecto ngau nhién (X,Y)

Bing 2.2: Bang phan phéi xic suit dong thoi ciia vecto ngiu nhién 2 chiéu.

Y
X i W Vi . Vm
X Pu P R by <. Pin
X, Py P s P - Do
X; Pa Pi R Py ce Pim
'xn pnl an R pry’ st pnm

trong do
Py =D Q. Py =4,
i=1
Vi du. Tung 1 ddng xu va 1 con xtc xdc can dbi, ddng chat. Goi X 14 sb lan xuat hién mat

sap cua dong xu, ¥ 1a s6 cham xuat hién trén con xtc xac. Ta c6 bang phan phoi xac suat cua
vecto ngau nhién (X,Y) nhu sau:

\1 2 3 4 5 6 )2

X
ow | | k| B || k| |4
o | s [ s w | F 8] ]
o |+ttt

¢) Chi y: Néu X,Y doclap thi P(X =x,Y=y)=P(X =x).P(Y =y,
2.5.3. Ham phdn phéi xdc sudt dong thoi
a) Dinh nghia: Ham phéan phdi x4c sudt ctia vecto ngiu nhién (X,Y), ky hiéu Fyy(x,p)
duoc xac dinh nhu sau:
Fyy(6,y)=P(X <x,Y<y)

b) Tinh chét

L 0<F,,(x,y)<], (x,y)eR*.

il lm Fy () = F (0 im Fy (v0) = F ().

lim F, ,(x,y)=lim F, ,(x,y)=0; lim F, ,(x,y)=1.
X—>—© ’ y—>—0 ’ X—>+0 ’

y—o+o



13

iii. Néu X,Y doclapthi F,,(x,»)=F,(x).F,(»).
- Trudng hop vecto ngau nhién (X,Y) 14 roi rac thi

FX,Y(x7y): Z Z P(X:xi’YZyj)

i, <X jiy <y
Vi dy. Tim ham phan phdi xac suat dong thoi & vi du phan 2.5.2.
2.5.4. Ham mdt d6 xdc sudt déng thoi
a) Dinh nghia: Him mat d6 xac suit dong thoi cua vecto ngau nhién (X,Y), ky hiéu
fry (%), néu thda 2 diéu kién:

L Sy (6)20, (x,y)eR?,
i | ij fry (%, )dxdy =1.
Khi do:
- Ham phén phdi déng thoi Fy,(x,0) = [ [ fy, (x,y)dxdy.
- Ham mat do xéc sudt ciia cac bién ngiu nhién thanh phan:
L@ =" foy@ndy: £, = fey(xp)dx
Vi du. Hdm méat do chuén 2 chiéu

| [Gmm)? ZP(X—ﬂ])(}’—ﬂz);(}’—#2)2]
1 201-p2)t ol 0102 2

fy)=—F— 7
270,041 p°
trong 46 g, = EX, o7 =Var(X), u, = EY,o? =Var(Y),p 1a hé s6 tuong quan cia X,Y .

2.5.5. Cdc ddc trung ciia vecto ngau nhién 2 chiéu
2.5.5.1. Vecto ky vong
- Gia sir vecto ngau nhién Z =(X,Y) vdi cac bién ngiu nhién thanh phan X,Y ton tai ky
vong.
- Vecto ky vongcia Z 1a EZ =(EX,EY).
2.5.5.2. Hi€p phuong sai (covariance)
a) Dinh nghia: Hiép phuong sai (hay covariance) ciia 2 bién ngau nhién X,Y duogc xac dinh:
cov(X,Y)=E[(X-EX)Y -EY)]
néu ky vong & vé phai ton tai.
b) Nhan xét: Néu ton tai cac ky vong EX, EY,E(XY) thi
cov(X,Y)=E(XY)-EX.EY

Vi dy. Tim hiép phuong sai ctia 2 bién ngu nhién ¢ vi du phan 2.5.2.
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2.5.5.3. Hé s6 twong quan
a) Dinh nghia: Hé s twong quan cta 2 bién ngiu nhién X,Y duoc xac dinh:

_cov(X,Y)
pET)= o(X).o(Y)

néu cac dai lugng & vé phai ton tai.
b) Y nghia:
- Hé s6 tuong quan do mirc d¢ trong quan, phu thudc tuyén tinh giita 2 bién ngu nhién.
-Néu | p(X,Y)| cang lén thi sy phu thudc cang chit ché.
- p(X,Y)>0 goilatuong quan thuan, p(X,Y)<0 goila tuong quan nghich.
¢) Tinh chét:
L. |pX,Y)L1.
ii. Néu X,Y doclapthi p(X,Y)=0.
. | pX,Y)|=l<3ab:Y=aX+b.

Vi dy. Tim hé sb twong quan ciia 2 bién ngau nhién & vi du phan 2.5.2.

2.6. Luat s 16m

2.6.1. Ludt s6 lém Tchebyshev

Gia str day cac bién ngﬁu nhién X, X,,..., X, ,... thoacéc diéu kién sau:
- Boc lap do6i mat, tic 1a X, X, doclap voi i # .

- Ky vong hitu han va phuong sai gi6i ndi déu, tirc 1a Var(X,)<C,Vn

bit §,=) X, thi

lim Py >

n—>0

L(S")pg}:o, Ve>0
n

2.6.2. Ludt s6 Ién Khintchin

Gia su day bién ngau nhién X, X,,.... X,,... thoacac diéu kién sau:
- Boc lap d6i mét,

- C6 cung phan phdi va ky vong hiru han.

Dit S,=) X, u=EX, thi

limP{|i—,u|> =0, ve>0

n—mw n

2.6.3. Ludt s6 1ém Bernoulli

Xét diy phép thr doc 1ap Bernoulli voi bién ¢b quan sat 4. Goi f, la tan sO xuat hién bién
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cdb A trong n phép thirva p 1a xac suat xuét hién bién c6 A trong mdi phép thir thi

IimP{f —pl>e}=0, Ve>0

2.7. Cac dinh ly gi6i han
2.7.1. Dinh ly gioi han dia phwong Moivre - Laplace
- Xét n phép thir doc 1ap Bernoulli v6i bién ¢ quan sat 4 c6 xac suat p = P(A).

- P.(k) laxacsutcé k lan xuat hiénbiéncd 4 trong n phép thir. Khi do

P (k
L RAG
e ()
trong do
| I k—np
('x):_evx/za-x = ’p+q_1

4 N2z ¢ \Ipq

- Cong thirc x4p xi: Khi n  dii 16n thi
1

(x0)
Nk

Vi dy. Gieo 1800 1an mot dong xu can d6i dong chit. Tinh xac sudt dé co 10 1an ddng xu xuit
hién mat sap.

B (k)=

2.7.2. Binh ly gioi han trung tam
Gia sur diy bién ngiu nhién X 1»X,,... doc lap, cung phan phéi ¢6 phuong sai hitu han khac
0. Khi do

lim P{——=

imri 3

(X, —u)<x}=D(x), VxeR

trong do

= EX, 0% = Var(X,),d(x) = e"z/zdtlp hum L aplace

Khi do, xét day cac bién ngau nhién (X ;) doc lap, cung phan phéi 0-1, tham sb p . Theo
dinh ly giéi han trung tdm, voi X = Zl_ X, , ta dugc

lim P

n—o \/@

Cong thuc xap xi: Khi n da 16n thi

<x)=®0(x), VxeR

a—np _ X - np<b np
Jwd ~pa  Jnva

Vi du. Gieo 3200 1an mot df)ng xu can doi déng chit. Goi X 1a s lan xuét hién mat sép.
Tinh P(1600 < X <1800) .

b—np
Jnpq

a—np

Jnpq

Pla< X <b)=P( )~ D( )—D( )
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2.7.3. Binh ly Poisson
Gia sir day bién ngiu nhién X L, B(n,p,) doclapva limnp, =4 . Khidod

e*lik

limP(X, =k)= (k=0,1,2...)
Khi d6, néu bién ngiu nhién X [ B(n,p) v6i n kha 16n, p kha bé thi theo dinh ly
Poisson, ta co cong thirc xap xi:

SR

P(X=k)~S

viidA=np

Vi du. Trong sb 500 trang sach cia mot cudn sach ¢ 10 18i in. Tim xac suét sao cho khi lay
ngau nhién mot trang sach thi c6 dang 2 10i in.
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Bai tap chwong 2
1) Cho ham s6
()= {Acosx nc:m | X|< /2
0 nQu| x|> /2
a) Tim A dé f1a ham mat do ctia bién ngu nhién X nao do.
b) Xac dinh ham phan phi F(x).
¢) Tinh cac dac trung: E(X), Var(X).
2) Cho ham sb
0 nQu x < 0 ho/E x > 2
f(x)=1{ax’ nQi0<x<1
a2-xy nu1<x<2
a) Tim a dé f1a ham mat do.
b) Xac dinh ham phan phéi F(x) tuong tng.
3) Cho ham s6
f(x):{ e n(:m x>0
0 nQu x<0
a) Tim A dé f1a ham mat do ctia bién ngu nhién X nao do.
b) Xac dinh ham phan phéi F(x).
¢) Tinh cac dac trung: E(X), Var(X).

4) Mot hop c6 3 bi :[réng, 4 bi den. Lay ngau nhién lan luot timg qua cho dén khi nao iy dugc
bi trang. Goi X la s6 qua lay duogc.

a) Tim bang phan phéi xac suit caa X, ham phéan phdi F(x).
b) Tinh E(X);Var(X);E(QX +2);E(4X* - X =3);Var(1-3X).
¢) Tinh P(1< X <4);P( X |<3);P(X* -4X <3).

5) Mot hop chira 10 vién bi d6, 6 vién bi xanh. Lay ngau nhién 3 vién. Goi X 14 s6 bi do 1y
ra.

a) Tim bang phan phdi x4c suit cua X va cac dic trung E(X), Var(X).

b) Gia sir lay mdi vién bi d6 dugc 5 diém, mdi vién bi xanh dwgc 8 diém. Goi Y 1 s6
diém tong cong cho 3 vién bi lay ra. Lap bang phan phoi xac suat cua Y va
E(X),Var(X)

6) Hop 1¢o 1 bi tring, 4 bi do; hop II ¢ 4 bi tring. Lay ngiu nhién 2 bi tir hop I sang hop 1L
Sau d6 lay tir hop II 3 bi bo vao hop I. Goi X, X, 14 s6 bi trang & hop I, IT sau 2 lan chuyén

bi. Tim phan phoi x4c suat cua X, X, .

7) Cho 2 bién ngiu nhién doc 1ap X,Y co6 bang phan phdi xac sudt nhu sau:
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X 12 3 X 2 4
P 0203 0,5 P 04 0,6

a) Tim phan phdi xac sudt ciia Z =X +Y vatinh E(Z),Var(Z).
b) Tim phén phdi xéc suat cia W = X.Y vatinh E(W),Var(W).

8) Gieo 3 con xuc xic can ddi, déng chit. Goi X 1a sb diém trén 3 con xtc xdc. Tinh
E(X),Var(X).

9) Mot xap bai gém 7 quan do6 va 3 quan den. Trong mdt van choi, nguoi choi rit ngau nhién
1 quén bai. Néu duge quén den thuong 20 dong, néu dugc quan do bi phat 8 dong. Goi X 1a s6
tién nguoi choi choi trong 10 van. Tinh s6 tién trung binh ma nguoi choi thu dugc.

10) Co 3 chudng ga: chudng I ¢6 4 mai, 2 tréng; chudng II ¢6 2 trong, 3 mai; chudng III dé
trong.

a) Tir mi chudng bat ngdu nhién 1 con ga. Sau d6 don hét sb ga con lai vao chudng
II. T chuong III bat ngau nhién ra 2 con ga. Goi X la so ga trong bi bat ra. Tinh
E(X),Var(X).

b) Tu chudng I bat ngiu nhién 2 con ga bo vao phu@)ng II. Sau do6 tur chuéng II bat
ngau nhién ra 2 con ga. Goi Y la sO ga trong con lai trong chuong II. Tinh
E),Var(Y),P(5<Y <8).

11) C6 2 chudng tho: chuéng Icod5con(2 tréng, 3 ndu); chudng II ¢6 6 con (4 tréng, 2 nau).
Ngau nhién c6 2 tho tur chudng II _chay sang chudng 1. Sau do, nguoi ta bét tir chudng 11 ra 3
con. Goi X 1a sb tho tring dugc bit ra. Lap bang phan phdi xac sudt cua X. Tinh cac dic trung
E(X),Var(X).

12) Gieo 3 hat glong khac nhau I, II, TIT voi xac sudt nay mam ctia mdi loai twong ung la 0,8;
0,9; 0,85. Gia sir rang sy ndy mam cua m01 hat 14 doc 1ap 1an nhau. Goi X 1a s6 hat nay mam
sau khi gieo. Lap bang phan phéi xac suit ctia X va tinh cac dic trung E(X),Var(X).

13) Mot thiét bi may moc gém 3 bd phan I, II, III hoat dong doc 1ap voi nhau. Xac suat dé cac
b phan bi hong trong khoang thdi gian 2 ndm lan luot 14 0,3; 0,15; 0,2. Goi X 1a s6 bd phan
bi hong ctia thiét bi trén trong khoang thdi gian 2 nam. Lap bangphan phdi xac sut ciia X va
tinh cac dac trung E(X),Var(X).

14) C6 2 chuong ga: chuong L co 6 con (4 ga tréng, 2 ga mai); chuong IIco 5 con(l ga trong,
4 ga mai). Tir moi chuong bat ngau nhién ra 2 con ga. Goi X 1a s6 ga trong trong 4 con ga bat
ra. Lap bang phan phdi x4c sudt cua X va tinh cac dic trung E(X),Var(X).

15) Goi X 1a s6 khach hang vao 1 ciia hang trong khoang thoi gian 1 gio. Gia st X ¢6 phén
phoi Poisson v6i A =6,5. Tinh

a) Trung binh 1 gid c6 bao nhiéu khach hang dén cira hang.

b) Tinh xac suat dé s6 khach hang vao cira hang tir 4 dén 8 khach hang.

¢) Tinh xac suat dé co it nhat 3 khach vao cira hang.

d) Kha ning vang khach trong thoi gian 1 gio 1a bao nhiéu.

16) Goi X 1a trong lwong (kg) cua con gi cong nghiép 4 thang tudi. Gia su
XU N(3,5;0,25).
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a) Trong lugng trung binh ctia mdi con ga 1 bao nhiéu.
b) Tinh ty 1€ dan ga co6 trong lugng trén 2kg.

c) GoiY la sO con gi ning trén 2kg trong 100 con bt ra. Lap bang phan phdi xac
suat cua Y.

17) Giasu X [1 N(3;0,09), Y (] Exp(2) vaX,Y doc lap. Tim
a) EQX +3Y-5),Var(X —5Y +3).
b) E(X’-4Y*+3XY-Y +2).

18) €6 2 hop: hop I dung 6 bi (1 bi 6 1,2 bis6 2, 3 bi s 3); hop Il dung 8 bi (2 bisd 1, 5 bi
s6 2, 1 bi s6 3). Rat ngau nhién mdi hop 1 bi. Goi X, Y 1a s6 ghi trén bi rat ra tir hop L, 1
tuong ng.

a) Lap bang phan phdi xac suit cuia vecto ngau nhién (X,Y).

b) Tinh hé s6 twong quan p(X,Y).



CHUONG 3 ] -
LY THUYET MAU

3.1. Mau ngau nhién

3.1.1. Dinh nghia ‘
- bé nghién clru dai luong ngau nhién X ctia mot tong thé, ta quan sat mot cach doc lap
(can, dong, do, dém, ...) n lan vé X. Goi X; la gid tri quan sat & lan thr i (i=1..n) thi (Xj) la
cac bién ngﬁu nhién doc 1ap, cung phan phoi nhu X. Khi do, mau (X,,X,,-,X,) duoc
goi 1a mau ngiu nhién sinh ra tir X, n goi 14 ¢& méu hay sb 1an quan sat.
- Goi x;1a 1 két qua cu thé cua X;. Khi do (x,,x,,---,x,) 1a mot gia tri cu thé ma mau
ngﬁu nhién (X,,X,,---,X,) nhan va dugc goi la mau thuc nghiém. Duya trén do, ta s€
dung cac phuong phap va két qua thong ké toan hoc dé phan tich va rut ra nhitng két luan
can thiét.
3.1.2. Bang tan s6 mau, da gidc tan sudt, té chirc do
3.1.2.1. Bang phan phoi tan so thuc nghiém:

Gia st mau thyc nghiém (x,x,,---,x,) c6 k giad tri khadc nhau, ky hiu
Xy <X < <Xy Goinila sO cac quan sat trong mau c6 gia tri x; Khi d6 ta c6 bang

tan sO mau nhu sau

-\'ljzjl | T(1) Li2) e Tik)

k
(Z n=n)
i=1

My l ny na 0T g

iin

Hinh 3.1. Biéu dd tan s thuc nghiém

z1

3.1.2.2. Bang phan phdi tin suat
X [Ty Ty 0 Ty
fFlh R
Pa giac tin suit: Trén hé truc toa do, bidu dién cac diém co toa do (x,, 1) Db thi gém

k
(fi = '_,B,LZ fi=1)
=1

cac duong thang noi cac dieém do goi 1a da giac tan suat.



Hinh 3.2. Da gi4c tan suat

- Trong trudng hop s6 k 16n, ta c6 thé chia cic gia tri clia miu thanh cac khoang con
bang nhau S, =(a, ,,a,](i=1.k) voi a,—a,_,=h (hiang s0). Goi n; 1a s6 cac quan sat
trong mau co gia tri roi vao khoang S;. Khi do ta c6 bang tan soO mau nhu sau

I k
(Y ny=n)
=1

n§| ny Ny e i
T6 chirc d6: Trén hé truc toa dg, bi€u do cot cod chi€u rong h, chiéu cao twong trng moi

cotla f, = —’ duoc goi la td chuc do.
h.n

f

L)

& N
| |

S
i
Hinh 3.3. T6 chuc o
- Pa giac tan suat va t6 chirc do cho ta dang di€u cua ham mat do cia bién ngau nhién X.

3.1.3. Phdn phéi thuc nghiém
- Gia str mau thuc nghiém (x,,x,,---,x,) sinhtr X. Ta xay dung ham
z i o<
F ()= S, cgi, trbx, <x

n
duogc goi 1a ham phan phéi thuc nghiém.
- Dinh ly Glivenco. Gia st F(x)1a ham phan phoi cua bién ngau nhi€n X ma ta can tim.
Fn(x) 1& ham phan phoi thuc nghiém nhén dugc tir mau ngau nhién cd n sinh ra tir X. Khi
do

P{sup| F (x)—F(x)|—> 0khin— o} =1

xeR
Nhu vay ham phan ph01 thye nghiém 1a mot x4p xi ciia ham phan ph01 ly thuyet
V6i ncd dinh, ham phan phdi thuyc nghiém cho ta hinh anh hinh hoc vé phan phdi ly



thuyét can tim.

3.2. Cac diic trung miu

-Giaso (X, X,,--,X,) 1a mau ngﬁu nhién sinhra tt Xc6 EX = u,DX =0".
3.2.1. Thong ké ,

-Motham T =T7T(X,,X,,---,X,) dugc goi la mot thong keé.

Vidu: T(X,,X,, -, X,) = max{X,, X,, -+, X, } 1a mot théng ké.

3.2.2. Ky vong madu (Trung binh mau)

- Théng k&, ky hiéu X , x4c dinh béi

— 1
X=—>X,
=
goi 1a ky vong mau.

- Ky vong mau 1a mgt bién ngau nhién c6 céac dac trung

2
(o3

E(X)=p; D(Y)=7

3.2.3. Phwong sai mdu
- Théng k&, ky hiéu S, x4c dinh boi
§ =Ly -xy
n =

goi la phurong sai mau.
- Dung cac phép bién doi, ta dugc

§-lyx ¥
n =

- Phuong sai miu ciing 1a mot bién ngiu nhién va E S Pon-l o’
n
- Théng ké
1 n _ n ~2
S*= X,-X)}=—25
n—1 ;( ' ) n—1

goi la phuong sai mau Cﬁéu chinh.
3.2.4. B¢ léch tiéu chuan mau

, ~ A2 5 ~
- Thongké S=+vS  duogc goi la d6 1éch tiéu chuan mau.
- Théngké S=+/S> duogc goi la d6 léch tiéu chuan miu diéu chinh.

— A2
3.2.5. Cach tinh X,S
- Gia stir mau thyc nghiém (x,,x,,+-,x,) c6 bang tin sb mau:

.\-; | r Ta . Ty

n,l n Mo e N



- Khi d6

k _ 1 k ~2 1 k 5 —
nZZni, XZ—Znixi, S Z—Znixi -X
i=1 noim R oim

- Néu céc gia tri x; cach déu nhau thi ta co thé don gian tinh toan bang phép do6i bién
sau
X, — X,

1

u, = (i=1.k)

trong do xo 1a gia tri chon ndo d6, h 1a khoang cach déu giita cac x;. Khi d6
— h& - 2 1 & -2
)(Z—Z:niui+x0 = hu + x,, S =h2[—2niui2—u 1=hs
= n =
-Chuy: Néu bang tan sd cua mau cho dudi dang khoang thi ta chon gia tri dai dién x; cho
moi khoang 1a gid tri trung binh cua moi khoang.

- Vi du: Tai mdt trang trai, diéu tra trong lugng cia mot loai tréi cdy, ta thu dugc két qua
sau:

Trong luong (g) | 30-35 | 35-40 | 40-45 | 45-50 | 50-55 | 5560 | 60-65 | 65-70 | 70-75
sotrai | 3 | 20 | 30 | 44 [ 105 | 30 | 13 | 3 | 2
Tinh X,S>.

Thuc hién ddi bién: u, = > ;le voi x, =52,5;h=5.

Ta lap bang tinh nhu sau:
Xi | ny | w | nay | ngu?
32,5 3 [—4| =12 48
37,5 20 [ =3 | —60 [ 180
42,51 30 | =2 | =60 | 120
47,5 44 | —1 | —44 44
52,5 105] O 0 0
57.5 1 30 1 30 30
62,5 13 2 26 52
67,5 3 3 9 27
72,5 2 4 3 32
3 | 250 —103 | 533
Khi d6:
-103 , 533

(-0,412)* =1,962

n=250; u=——=-0,412; s> =>--
250 250

Suyra
— - ~2 ) 2 2 n 42
X=hu+x,=50,44;, S =h"s; =49,06; S =—1S =49,25
n —
3.3. Mt s6 phéan phoi trong thong ké

3.3.1. Phdn phéi y*
- Cho diy bién ngau nhién (X;) doc lap, cing phan phdi chuin N(0,1). Khi d6 bién ngau



nhién
7y’ =X+X;++ X
goi 13 ¢4 phan phdi khi-binh phuong vé6i bac ty do n.
- Ham mat do ciia phan phdi y°(n) c6 dang
0 nQix£0
f(x) = NZXL 2 x>0
2"°G(n/2)

trong do ['(p) = J x""e*dx,p>0 1a hAm Gamma.

0

3.3.2. Phdn phoi Student t
-Giast U: N(0,1),V: x*(n) doc lap nhau. Khi d6 phan phdi ctia bién ngiu nhién
U

\VVin
goi 13 phan phdi Student t voi n béc ty do.
Ham mat dg ctia phan phoi Student t c6 dang
r( " ;_ 1) 2 n+l
f@)=—2—(1+>) 7
Nnrl'(n/2) n

3.3.3. Phdn phéi Fisher F
-Giast U: y*(m),V: x*(n) doc lap nhau. Khi d6 phan phdi caa bién ngiu nhién
Ulm

) Vin
goi la phan phoi F véi m,n bac tu do.

3.4. Phan phdi ciia X, S°
- Gia str mAu ngiu nhién (X,,X,,---,X,) sinh ra tir phan phdi chuan N(u,o?). Khi do

X: N(,u,a—z) hay MJZ: N(O;1) .

X -
- u\/ -1 hodc S’u\/; ¢6 phan phdi Student v6i n bac tu do.

Ll ZSZ X *(n— 1) hayM 4 *(n-1)
- X (Xi_/u)z . 2
Z—Gz C 2im)

- Néu méu (X, X,,---,X,) sinh tir N(g,07)va mau (¥,,Y,,---,Y, )sinh tr N(u,,02)
thi



2 2

O O
= XY Ny —phy,——+—2).
n m

. XV —m) ¢6 phan phdi Student véi m+n-2 bac tu do.
(n—l)S§+(m—1)S;\/n+m
n+m-—2 nm
2 2
n S)é/;.-lz: F(I’l—l,m_l) bﬁCtu’dO
S,/o,
2(/Yi_:l'll)2/al2 m
. Lo -—: F(n,m) 7béc tu do.

S -w) el "

i=1

- Cha y: Néu miu ngiu nhién (X,,X,,--,X,) sinhra tir mot bién ngiu nhién bit ky cd
phuong sai hitu han khac khong thi theo dinh ly gidi han trung tdm, khi n 16n thi trung
binh miu X ¢b phan phbi tiém can chuan. Do do cac két qua trén van dang d6i v6i mau
ngau nhién sinh ra tr mgt bién ngau nhién bat ky.



Bai tap
1. Po dd dai cua 36 chi tiét duoc chon ngau nhién ctia mot loai san phém, ta dugc bang
s6 liéu sau:

3943 41414041434241394042

44 42 42 41 4142434041 41 4243

394041394042 4043 3941 4040

a) Lap bang tan sb thuc nghiém va ham phan phdi thyc nghiém.
b) Tim céc dic trung miu X, S .

2. Quan sat chiéu cao cua 1 loai cay dau sau 6 thang tudi ¢ khu tréng trot A, ta thu duoc

bang s6 li¢u sau:

Chiéu cao X (em) [ 30 —35 | 35 —40 | 40 — 45 | 45 — 50 | 50 — 55 | 55 — 60 | 60 — 65
S6 cay nq 5 11 14 50 50 27 1

a) Lap bang tan sb thuc nghiém va ham phan phdi thyc nghiém.
b) Tim céc dic trung miu X, S .
3. Két qua do chiéu cao cta sinh vién truong Pai hoc A cho ¢ bang s6 liéu sau:
Chiéu cao X (em) | 150 — 155 | 155 — 160 | 160 — 165 | 165 — 170 | 170 — 175 | 175 — 180

Sé sinh vien ny 32 74 120 57 15 2

Tim céc dic trung mdu X, S>.
4. Két qua khao sat vé ham luong Vitamin C cua mot loai trdi cdy cho ¢ bang s6 liéu sau:
Ham luong X (%) [6 -7 [ 7—-88-9(9—-10|10—-11[11—-12|12—-13

22 28 42 25 10 8

ot

S6 trai ny 1!

Tim ham Iugng Vitamin C trung binh cua tréi cay.
5. Co thé ndi gi vé mau c6 do léch tiéu chuan mau bang 0?



CHUONG 4:
UOC LUQNG THAM SO.

4.1. Cac khai niém co ban vé wéc lrgng diém va wéc lwgng khoang.

Lap théng ké é(Xl, X2, ceey Xp) dé woc luong cho tham $6 0.

4.1.1. Dinh nghia: Théng ké 0 (X, X, ..., X») u6c lugng cho tham sé 6 dugce
goi 1a ham uéc lugng cua 0.

Véi miu cu thé (x1, Xo, ..., Xa) thi O ((X1, X2, ..., Xu) 1& 1 diém trén truc sb R, diém
d6 dung thay cho 6. é(Xl, X2, ..., Xy) dugc goi la udc luong diém cua 0.

4.1.2. Dinh nghia: Khoang tin cay (é 1,0 ») ctia tham sb s6 0 v6i @6 tin cdy 1-o 14

A

1 khOéll’lg (él,éz) voi é1=é1 (X], Xz, cees Xn); éz = éz (X], Xz, cees Xn) sao cho P{el(Xl,
0 Sez (X], Xz, cees Xn)} =1-oa.

Xa, ooy Xo)! <

4.2. Mt s6 loai wée lwong diém

4.2.1. Uébc lwong khong chéch

a. Ham uéc lugng 0 (X1, X, ..., Xp) dugc goi la wéc lugng khong chéch cua 0
néu EO (X1, Xa, ..., Xu) = 0.

b. Gia st 0(Xi, Xa, ..., Xu) 1a ham w6c luong cta 0

Néu lim[ EO(X,,..X,)~0] =0 thidduoc goi la tiém can khong chéch cua 6.

D6 chéch ciia mot wde lwong duge do bang gid tri BS = ‘E(é) — 9‘ :

Giita nhitng udc lugng chéch thi ta chon uéc luong c6 BS nho nhit.
Vi du:

1. Trung binh mau X 1a uéc lugng khong chéch ciia EX = p..
Ar A = 1
That vay: EX=EX;=pn; EX = E(—ZXJ =pu
n

2. VarX = E(X-EX)* = ¢

:L

. S? , S 1a wde luong khong chéch cho o’
n J—

SZ



That vay: ES’= 1 ES? = o2
n —

3. E(f) = P . Tan suat mau 1a u6c lugng khong chéch cho xac suit P.

4.2.2. UGc lugng viing

0 duoc goi 13 wéc lwong vitng cho 0 néu Ve>0: limP{‘é(Xl,...,Xn) —0‘ < g} =1.

Ky hicu 6 —250

Theo luat s6 16n Chebyshev va luét sb 16n Bernoulli thi X 1a udce luong viing cua
EX= u; tan suat mau f1a udc luong viing ctia xac suit P.

Dinh Iy : Néu 0 (X1, Xa, ..., Xa) 1a w6c luong tiém can khong chéch cua 0 va

lim var [0 (X1, Xa, ..., Xo)] =0 thi 6 (X1, Xa, ..., Xa) 12 u6c lugng viing cua 0.

n—oo

Churng minh:

Theo bat déng thirc chebyshev P { ‘é — Eé‘ < 8} >1- Vage
€

= limP | ‘é—e‘<s}= Ivivar & >0

4.2.3. Ubc lwong higu qua (wéc lwong khéng chéch c6 phwong sai ti thiéu)

Dinh nghia 1: Gia st 6 (X1, Xa, ..., Xu) va T(X1, Xo, ..., Xn) 1& céc udc lugng
khong chéch cua 0.

Néu var (é) <var T, V T la udc lugng bat ky khac thi 0 uée luong khong chéch
c¢6 phuong sai t6i thiéu (hay wéc lwong hiéu qua cua 0).

Dinh nghia 2: (Lugng thong tin Fisher)

a) Gia st bién ngau nhién roi rac X c6 ham xéac suit P(X=x) =P(x,0) phu thudc
0. Luogng thong tin Fisher vé tham s6 6 chira trong mot quan sat duge dinh nghia nhu

oLnP(x,0) Y oLnP(x,0) ]’
sau: I e)=E(%j =Z[$} P(x,0)

b) Néu X 14 bién ngiu nhién lién tuc v6i ham mat do xac suit P(x,0) thi



_(LnP(x,0)* _ (-« OLnP(x,0) ]’
1( ) E(—ae j j_oo{—ag } P(x,0)dx

Dinh 1y: Néu miu (Xi, Xz, ..., Xu) ldy tir bién ngdu nhién X c6 ham mat do xac
sudt P(x,0) va 0 12 mot ude luong khong chéch cua 0 thi:
1

HEFLHP(X’G)T " nI(0)
00

Var( é) > (bat ding thirc Cramer - Rao)

Y nghia: Khong ton tai mot udc lugng nao co phuong sai bang 0 va can dudi cila

phuong sai cac udc lugng 1a

nl(0)

4.3. Phwong phap tim wéc lugng diém

4.3.1. Phuwong phdp woc luwong hop ly cuc dai

Gia sir X 13 bién ngiu nhién c6 ham mét do xac suét p(x,0), trong d6 p da biét con
0 chua biét. P& udc luong 0, ta ldy mau (X, Xa, ..., Xu) va 1ap ham

L(0)= p(X1, 0). p(X2,0)...p(Xn,0)

Tim 0 (X1, Xa, ..., X») sao cho : L(0) > L(0), VO €T (1)

Ham L(0) duoc goi 1a ham hop 1y cta tham s6 0; gia tri ciia ham hop 1y 1a mat do
Xéc suat tai diém (x1, Xa, ..., Xn). Gid tri cua thong ké 0 tai diém do6 duge goi 1a uée luong
hop 1y cuc dai ciia © néu ting véi gia tri ndy cia 6, ham hop 1y L(0) dat cuc dai (nghia 1a
mat do xac sudt tai (X1, Xa, ..., Xa) dat cuc dai). Do ham L(0) va LnL(0) cung dat cuc dai
tai 1 diém 6 nén nguoi ta tim cyc dai cia LnL bang cach giai nghiém cuia phuong trinh:

dLnL
do

=0; gid su nghiém 1a 6 = 0= f(x1, X2, ..., Xn).

d’LnL .

2
d“LnL e <0 thi L()dat cuc dai tai 0.

0 Néutaio=0,

Xét

Khi do 0 =f(xi, Xa, ..., Xa) 1a wéc luong diém hop 1y tdi da can tim cua 6.

Vi du: Cho X ~ N( n,6%); gia sir da biét o * ,tim wéc lwong hop 1y cuc dai cua p.

1 *ﬁi()([*/l)z
LO) =L = ——=e ™ "

(o]



1 I

LnL(6) = LnL(p) = nLn PR DX, -n)’
i=1
dLnL(B) 1 &
i WV X. —
© o i:1( i~ 1)
dLnL(6) n
———L =0 > (X;-p) =0
doé =1
iXi
op=-1 =X
n
2
Xét dao ham cép hai dLI;(G) = —12 <0
do c

= LnL(p) dat cuc dai tai X.
Vay X 1a udc luong hop 1y cuc dai cua p.
Két qua trén ¢6 thé mé rong cho trudng hop tham s6 0 nhidu chiéu, ching han

JLnL(0) _ —

0 =(0,,0,). Dé tim 0, ta giai hé { P 0,i=12

Nghiém cua hé: 0= (é 1, 0 2) 1a uwdc luwong hop 1y cuc dai cua 0 néu thoa man (1).
Vi du: Cho X ~ N(u,6%), trong d6 p, o : chwa biét. Tim u6c lugng hop 1y cuc dai
hop 1y cho (i,6%).

0 1
2 nL(®)=—| X, —nu| =0 3
o () 82(2 i nuj 3)
n X_ 2
GLnL(G)__£+§( ) ~0 @)
o2 c G’
p=X
- ~
c? =§?

1 I 3
(272'0 - 2(72 Z(Xl _,Ll)2

i=l1

Ta c6: LnL(0) = nln




nS* n(X - )

2

— LaL(u,6%) = -nLno - ~Ln27) -
2 20

LnL(X,$?) =-nLnS - gLn(27r)-g

nS? +n(X—u)2 <olng . D
262 2

Pé LnLn(p,0%) <LnLn(X,S?) < -nLno -

. 1w
@OSHS——lJ—LHE}wL@ 5)

206° 2 c 262
NPV IO
(5) luon ludn dung vi E(X -1) > Lnx, Vx>0.

Vay X va S?1a uée lwong hop 1y cuc dai ciia p va o
4.3.2. Phuong phap Moment
Xét mau ngiu nhién (X, Xy, ..., X,) lay tir bién ngau nhién X. Gia st X c6 phan
phéi F(x,01, 0,.... O) va ta can udc lugng m tham sb nay.
Cac moment cta X lan luot 1a:
EX = gi(01, 02,... Om)
EX* = (01, 05,... Om)

EXm = gm(el, 92,... Om)
. X £ \ 1< k
Goi cac moment mau cap k 1a _in ,k=1m.
i=1

Udc luong 0=001..,00 1a nghiém cua hé phuong trinh:

1 n
261, 02,... O) = ;ZX}‘,k= I,m.
i=1

Ham 6 duoc goi 13 wéc lwong cia @ bang phuong phiap moment.
Vi du: Cho X ~ N(i,6%) voi p,o * chua biét. Hiyude lugng p,o” bang phuong
phép moment.
Taco EX=p
EX? = o + 2



h¢ phuong trinh :

1 n
_in =
Do

lZ:Xlz =o? +p2
Do

c6 nghiém la:

X

0=
o

Vay, bing phuong phap moment, ta tim dugc: udc lugng cua p 1a X ; woc lugng

EORGR SR

5|—~
5|—~

ctia o> la S?
4.4. Uéc lwgng khoiang.
4.4.1. Khdi niém

Muc dich cua bai toan la tim khoang tin cay (é 1, éz) ctia tham s6 0 véi do tin cay

Vi mau ngﬁu nhién (X, Xo, ..., X;) ta xy dung théng ké K =f (X, Xy, ..., X4,0)
sao cho quy luat phan phdi xac suét ciia K hoan toan duoc xac dinh.
Vi d9 tin cay 1 - a, va voi o, o sao cho: o + o = a, ta tim dugc cac gia tri

k_, -k, saocho:

l-a;

P(K>ka2 ) =0
P(K<k1_(x1 ) = O
=Pk, <K<ky )=l-wx-ou=1-a

Tu khoang tin cay (k,_, ;k, ,) cua K ta suy ra khoang tin cdy (6, , 0,) cuia 0 sao

I-ay
cho P(é 1<9<(§2) =1-a.

Trén mot phép thir véi mau ngéu nhién (X, Xy, ..., X;), ta nhan dugc mau cu thé
(x1, X2, ..., Xp) VA cac gia tri cia 0 1, éz ung voi mau cu thé nay. Tur d6 nhan duogc khoang
tin cdy clia O rng v6i mau thu duoc.

4.4.2. Ubc lwong ky vong todn u ciia bién ngdu nhién phin phéi chudn.



Gia sir X 1a bién ngiu nhién phan phdi chuan N(p,c°). Ta uéc lugng p theo 2
truong hop sau:

1) Pi biét phuong sai ¢ >
X-u
c

Ta dung théng ké K = Jn , theo chuwong 3, ta di biét K phan phdi theo

quy luat chudn N(0;1)

Véi: o1 +op = o, tatim duoc Uj_g, > Ug, S20 cho:

)
P(U > U, )=a,va P(U<111_0L1 )=

Do tinh d6i xting ciia phan phdi N(0;1) nén: U, =-1U

oy ”

T do suyra: P(-u, <U<u, )=1l-o-o;=1-a

X -
@P(—ual< u\/ﬁ<ua2j=1-a

@P(X—u <p<X+u =1l-a

I

Khoang tin cdy 1 - o danh cho p :

)

X <pu<X+u, °
o G T

* Véiay = o = o /2, ta c6 khoang tin cdy ddi ximg:
= c
<p<X+u, —

g “Ja

*Voia =0, oz = a, ta cd khodng tin cdy phia phai:

X -u OL\/_<u<+oo
*Véioy =a,a, =0, tacod khodng tin cdy phia trai:
= o
-o<p< X + uaT
n

2) Chua biét phuong sai 6>



X-pu

Xét thong ké K = Jn , K phan phdi theo quy luat Student v&i sd bac ti

do k=n-1.
Voio =o;+ ay, ta tim cac gia tri tl_al ,taz sao cho:
P (K> ‘[(X2 )=ay
P(K < tl_al )= P(K< - ‘[Ocl )= ay.
:>P('toc1 <K< ta2)= 1-a

X-p
S

Vn <ty )=l-a

< P(-t,, <

= S
<H<X+t0c1_

Jn

= S
= khoang tin cay danh cho u: X -t, —
(¢%) \/H
.y a , \ T S
Véia=a,= ER ta c6 khoang tin cdy doi xing:
= S S

X -ty ——= <p<X +t, —

o VI %\/H

*Voia =0, a, =a, ta cd khodng tin cdy phia phai:

(X -ta% ; +00)

*Véioy =a,a, =0, tacd khodng tin cdy phia trai:

(-o0; X +t o i )
Jn
4.4.3. Ubc lwong khodng tin cdy phwong sai ciia bién ngéu nhién phéan phoi
chudn (truwong hop chwa biét 7))
Cho bién ngau nhién X ~ N(u, 6°). Ta xay dung khoang tin cay cho tham

(n—1)S?

2
(&)

Xét thongké K = phan phdi x % voi (n-1) bac tu do.

. . (e 2 2
V6i a, +a, =a, tim dugc cac gid tri iy, ; Xq, Sao0 cho:



P(K > x5 )=
P(K> %1 )= 1- o

SP(y, <K<zl)=l-m-o=1-a.

©P£M<02<MJ=I-G.

2
Z a, Zl—al

Khoang tin cdy cia °: ~—5—< 0’ <~—
Zaz //{1—0:l
-1)8° -1)8°
*0L1=0L2=g (nf)<0'2<(n2)
2 Xai2 Xi—ar2
-1)8°
*or=0;00=0a %; +ooJ
X
n—1)s?
*oap=o; =0 0; —( 2) j
Xl—(x

4.4.4. Ubc lwongkhodng tin cdy xdc sudt p ciia bién ngdu nhién phin phéi theo
quy ludt 0 - 1:
m_ X p(1-p)

Taco: tansudt f= —= co ki vong Ef = p, phuong sai Df = —————
n n n

DX, »n
(Df = —22 1P,

Ta d3 biét :
f-p

K= ——— c6 phan phéi tiém can chun N(0;1) khi n —o0.
[p(=p)
n

Trong thyc té:
* Néu n 16n, p nho thi f phan phéi xap xi quy luat Poisson.

* Néu n 16n, p khong nhd song thda man dicu kién:

p _|lI=p
V- p

<0,3.



(f - p)Nn
Vr(d-p)
Véiog =ay=o/2,tatimduoc P (U>Uyp)=a/2

P(Uig/2<U<Uy) =P (-Upp<U<Uy2)=1-0

(f-p)n

S P(Uyy < L LN gy y=1-a

Vr(d-p)

Viéc giai p 1a phirc tap, nén trong thyc t& néu n > 100, ta chon thong ké:

(f-p)n

/| Tudé tim duge khoang tin cay déi xting danh cho p:

fa=5

(-6 _ gy, [f0=D)
n n

thi K = phan phéi xap xi chuan N(0;1).

f-uun
Vi du: Gieo 1000 hat giéng thiy c6 765 hat niy mam. Vi do tin cay 95%, hiy
wéc lugng khoang tin cdy cho ti 1¢ ndy mam cua loai hat gidng nay.
BAI TAP

4.1. Theo ddi nang sudt cia 100 diém trong giéng lta A & dia phuong B, nguoi ta thu
duoc két qua sau:

Ning suit (ta/ ha) Sb diém (ny)
25-30 3
30-35 5
35-40 12
40 - 45 18
45 -50 26
50-55 20
55-60 8
60 - 65 5
65-70 3

1) Vi do tin cay 98%, hiy udc lugng khoang tin cay cho ti 1¢ diém trong laa co
ning suét cao hon 50ta/ha cia dia phuong B.

2) Vi d6 tin cay 95%, hiy uéc lugng khoang tin cdy cho ning suét trung binh
ctia gidng laa A ¢ dia phuong B.



4.2. Véi 6 lidu trong bai tap 3.2 chuong III, hiy:

1) Uédc lugng khoang tin cdy cho ti 1¢ cay dau c¢6 chiéu cao 16n hon 50 cm cua
khu trong trot A véi dd tin cay 95%. Néu mudn cho sai s6 cia udc luong khong vuot qua
0,01 thi ta phdi ting kich thudc mau 1én bao nhiéu?

2) V6i d6 tin cay 99%, hay udc lugng khoang tin cay cho chiéu cao trung binh
clia cdy dau sau 6 thang tudi & khu trong trot A.

4.3. Tai mot khu rimg nguyén sinh, ngudi ta deo vong cho 2000 con chim rdi tha vao
rung. Sau mot thoi gian, b,ét lai 500 con thi thay c¢6 92 con c6 deo vong. Véi do tin
cay 98%, hay udc lugng s6 lugng chim trong khu ring.

4.4. Pudng kinh cua 176 chi tiét may do mot may san xuét dugc cho trén bang sau:

Duong kinh (mm) S chi tiét may
9,5 5
9,6 8
9,7 15
9,8 22
9,9 34
10,0 38
10,1 26
10,2 15
10,3 7
10,4 6

Nhitng chi tiét co duong kinh tir 9,8mm dén 10,2mm duoc xem la dat tiéu chuin
k¥ thuat.
1) Ubc lugng ti 1& va ude lugng trung binh dwdng kinh cua nhitng chi tiét dat
tiéu chudn v6i cung do tin cay 99%.
2) Dé sai sd woc luong duong kinh trung binh cta cac chi tiét dat tiéu chuan 1a
0,02mm va sai s6 wdc luong ti 16 chi tiét dat tiéu chudn 13 0,05 v6i cing do
tin cdy 99% thi can phai do thém bao nhiéu chi tiét nira.

4.5. Nguoi ta dung mdt phuong phap do dé do 5 lan duodng kinh ciia mot chi tiét may,
két qua nhu sau: 4,89; 5,22; 5,15; 4,98 va 4,92mm. Véi d9 tin cay 95%, hdy udc
luong khodng tin cay cho phuong sai cua phuong phap do nay.
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Chuong 1: Cac khai niém co ban vé xac suét.
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1.2. Bién ¢b ngéu nhién.
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CHUONG 5 :
KIEM PINH GIA THIET THONG KE

5.1. CAC KHAI NIEM CO BAN
5.1.1. Gid thiét thong ké

Gia thiét thong ké 13 ménh dé vé dang phan phdi F(x, 6) cua bién ngau nhién X; vé
tham s6 € ctia X hodc vé tinh doc 1ap cua céc bién ng?lu nhién.

Gia thiét thong ké dua ra dugc ky hiéu 1a Hj.

Gia thiét d6i lap cua Hy dugc ky hiéu 1a H;.

Van dé dit ra la hiy kiém tra xem chap nhan duoc hay khong chap nhan dugc gia thiét
H,. Viéc kiém dinh nay duoc dya vao thong tin cia mau ngau nhién (X}, Xa, . . ., X,) nén
duogc goi 1a kiém dinh thong ké.
5.1.2. Phuwong phap chung

Goi U 1a khong gian cac gia tri cia mau ngau nhién (X1, Xa, . . ., X;). Ta chia U thanh 2

phan W va W saocho WN W = @ va WU W =U. Sau d6, ta chon quyét dinh theo quy
tic sau:

+Néu (X1, Xa, . . ., X;,) € W thi ta bac bo gia thiét Hy va chip nhan dbi thiét H,.

+Néu (X1, X, ..., X,) ¢ Wthita chip nhan gia thiét H,.
Mién W duogc goi la mién tiéu chun. Van dé 1a ta chon mién W nhu thé nao?

V61 phuong phap kiém dinh néu trén, ta c6 thé méc hai loai sai 14m sau:

1) Sai lam loai 1: Bac bo gia thiét Hy trong khi Hy diing. Xac sudt méc sai 1am loai
nay dugc ky hi¢u la P(W /H,).

2) Sai lam loai 2: Chap nhan gia thiét Hy trong khi Hy sai. Xac suat mac sai lam loai
nay duoc ky hiéu 1a P(W /Hy).
Ta o, P(W /Ho) + P(W /Hp) = 1

P(W /H,) + P(W /H)) = 1.

Mién tiéu chuan W lam cyc tiéu P(W /Hy) nhung chua chic da lam cuc tiéu P(W/Hl),

nén ta khong thé cing mot luc 1am cuc tiéu ca 2 sai 1am. Thong thudng, ta xac dinh mién

W sao cho:



PW /Hy) = a (a cho trudc kha bé)
{ P(W /H)) = 8 —» min.

Gia tri a duoc goi la mirc ¥ nghia cia tiéu chuan.
5.1.3. Thong ké kiém dinh

T mau ngau nhién (X, X, . . ., X,) cia bién ngdu nhién X; ta lap thong ké

K=£fX1,Xs,...,X,0),01atham s lién quan dén gia thiét kiém dinh.

Diéu kién ciia thong ké K 1a néu gia thiét H, ding thi quy luat phan phdi xac suit ctia
K hoan toan xac dinh. Thong ké K dugc goi 1a thong ké kiém dinh.
5.1.4. Quy tic kiém dinh gia thiét thong ké

+ Véi théng ké kiém dinh K da biét quy luat phan phdi xac suét, ta xac dinh mién
sao cho P(K € W, /Hy) = o v6i o 1a mdt xac suét kha bé cho trude.

W, dugc goi la mién bac bo gia thiét.

+ Trén mot phép thir cu thé, ta nhan duoc mau cu thé (x1, X2, « ., Xn).
Goi Ko=flx1,x2, . . ., Xp, ).

Néu Ky € W, :ta bac bo Hy, thira nhan H;.

Néu Ky ¢ W, : tanbi chua co co s& bac bo Hy.
5.2. KIEM PINH GIA THIET VE KY VONG TOAN CUA BIEN NGAU NHIEN PHAN
PHOI CHUAN

Gia st X 1a bién ngdu nhién phan phdi chuan N( z;o?). Ta dya vao miu ngau nhién
(X1, Xo, . . ., X,) dé kiém dinh gia thiét Ho: u = u,.
1. Truong hop da biét phuwong sai o’

Théng ké kiém dinh K = m
o

Néu gia thiét H, dung thi K = phan phéi theo quy luat chudn N(0; 1).

(X —uWn
O

a. Kiém dinh gia thiét Ho: u = u, voi dbi thiét H: p # p,



Véi xac sudt a cho trude, ta tim duoge giatrt U, sao
2 A
cho PK>U,)= —.

2

| R

Mién bac bé gia thiét W, = (—o0; U, ) U (U, ; +o)

2

N

ol
=
S

b. Kiém dinh gia thiét Hy: x4 = p, v6i ddi thiét Hy: u >
V6i a cho trude, ta tim duoec U, sao cho P(K> U ) A
=P(K € W,/H)=«a.

Mién bac bo gia thiét W, = (U, ; +wo).

oL
0 ch >
c. Kiém dinh gia thiét Ho: p = u, voi d6i thiét Hy: u < u,
Véi a cho trude, ta tim duge U, , = -U_ sao cho A
P(K e W,/H)=PK<U,_, )=PK< -U,) = a.
Mién bac bo gia thiét W, = (—0; ~U,).
oL
—UOL 0 >

Vi du 5.1. Theo hop dong giita nha cung cap suc vat thi

nghiém voi b phén gido tai, thd cung cap dé lam thi nghiém phai ning trén 1 kg. Can ngau
nhién 50 con trong trai thd, tinh dugc can ndng trung binh 1,1 kg. Héi voi mirc y nghia «
= 0,05, tho & trai da co thé cung cép lam thi nghiém dugc chua? Gia st can nang cua tho la

bién ngau nhién phan phoi chuan véila o =0,1.

Gidi: Goi X 1a trong lwgng ctia thd. X ~ N(u; o).



Bai toan kiém dinh gia thiét cia x ciia bién ngau nhién phan phdi chuédn trong trudng
hop d3 biét phuong sai.
Kiém dinh gia thiét Hy: ¢ =1 voi dbi thiét Hy: u > 1.

(X —1/50

Théng ké kiém dinh K = o

Néu gia thiét H, ding thi K = phan phdi theo quy luat chuan N(0; 1).

(X — )V/50
0,1
V&i @ = 0,05, midn bac bé gia thidt [a 17, = (u,; +00) = (1 05: +50) = (1,645; +0).

(1,1-1)v/50
1

b

Gia tri quan sat Ko = ~7,07.

Ta co, Koe W, nén bac bo gia thiét H,, chép nhan H;. Tir d6 két luan réng tho & trai da
c6 thé cung cap dé lam thi nghiém.
2. Truwomg hop chwa biét phwong sai

Théng ké kiém dinh K = w

Néu gia thiét Hy dang thi K = phan phdi theo quy luat Student véi s bac tu do

(n—1).
a. Kiém dinh gia thiét Hy: u = u, voi déi thiét Hi: p # p,

(X —w)\n
S

P(K e W,/H)=PK<—,)+PK>1,)=qa. A

2 2

Mién bac bo gia thiét W, = (—0; —1,) U (t,; +©0).

2 2
//-’-\\
a2 N
7‘>/5/"ﬂ/ \\NQ
>
Loz 0 fon
b. Kiém dinh gia thiét Ho: p = p, v6i d6i thiét Hy: u > u,
P(K € W,/Hy) = P(K> t,) = . Mién bac bo gia A
thiét W, = (¢,; +o).
.//-'-\\\
yd N o
/./ .,
— W
4 : i



c. Kiém dinh gia thiét Ho: p = u, voi d6i thiét Hy: u < u,
P(K € W,/Hy) = P(K < —t,) = a. Mién bac bo gia A

thiét W, = (—0; —t,).

Vi du 5.2. Trong diéu kién chin nudi binh thudng, luong sita trung binh ctia mot con bo 1a
14 kg / Ingay. Nghi ngo diéu kién chin nuéi bd kém di 1am cho lugng sita giam xudng,
ngudi ta d3 diéu tra ngdu nhién 25 conbd va tinh dwgc lwong sita trung binh ciia mét con
trong 1 ngay la 12,5 kg va do léch chuan mau 1a 2,5 kg . V&i mirc ¥ nghia o = 0,05, hiy
két luan vé diéu nghi ngd ndi trén. Gia thiét lugng sita bo 14 bién ngiu nhién phan phbi
chuan.
Giai: Goi X 1a lugng sita bo.

Bai toan kiém dinh gia thiét ciia x cua bién ngdu nhién phan phdi chudn trong truong
hop chua biét phuong sai.

Kiém dinh gia thiét Hy: ¢ = 14 v6i ddi thiét Hy: u < 14.

Théng ké kiém dinh K = %.
Néu gia thiét H, dung thi K = % phan phdi theo quy luat Student vdi s6 bac tu

do 1a 24.

Véi a = 0,05, mién bac bo gia thiét 14 W, = (—0; —29) = (—0; -1,711).

_ (12,5-14)V25

Tir miu cu thé ta co, gid tri quan sat K 3

= -3. Ta co, Koe W, nén

béac bo gia thiét Hy, chdp nhan H,. Tir d6 c6 thé két luan ring didu nghi ngd néi trén 1a

dang.



5.3. KIEM PINH GIA THIET VE XAC SUAT P CUA BIEN NGAU NHIEN PHAN
PHOI THEO QUY LUAT 0 _1

Gia st (X1, X, . . ., X;,) 1a mau ngiu nhién 1ap tir bién ngau nhién X phan phdi theo quy
ludt 0_1 voi tham s p.

n

S,
Khi d6 ZX . phan phéi theo quy luat nhi thirc B(n, p) va tan suat f =/ — =X ¢6
i1 n

phan phdi tiém can chuan.

Ta kiém dinh gia thiét Hy: p = po trong trudng hop n kha 16n va p khong qué bé:
PN

V2o (1= py)

Néu Hy ding thi K = M phéan phdi theo quy luat N(0; 1).

Jr(-p)

1) Kiém dinh gia thiét Ho: p = po v6i dbi thiét Hy: p # po

Xét thong ké

P(KEWa |H0)=P(|K|>Ua):a

2

W, =(0-U,)UU,;+)

2 2
2) Kiém dinh gia thiét Hy: p = po voi d6i thiét Hy: p > po
P(KeW,|H)=P(K>U,)) =«
W,=U,;+»0)
3) Kiém dinh gia thiét Hy: p = po voi d6i thiét Hy: p < po
P(KeW,|H)=P(K<-U,)) =«
W, =(~0;-U,)
Vi du 5.3. Mot tong két cia thu vién cho biét c6 75% sinh vién thudong xuyén dén thu vién
doc sach tham khao. Mot mau thim do cho thiy trong 200 sinh vién c¢6 162 sinh vién
thuong xuyén dén phong doc. Vi mirc ¥ nghia 5% hiy kiém dinh bao céo tong két cua thu
vién.

Gidi: Kiém dinh gia thiét Hy: p = 0,75 v6i ddi thiét Hy: p # 0,75



o S=0751n
J0,75(1-0,75)

Néu Hy ding thi K phan phdi theo quy luat N(0; 1).

Xét thong ké

Vé6i a = 0,05, mién bac bo gid thiét W, = (—00;—u 45 ) U (g 553 +%0) = (=903 -1,96) U
(1,96; +0).
162
2 0,75)7/200
Go0 :
J0,75.0,25

Gia tri quan sat K| = ~ 2,29. Ta co, Ky € W, nén bac bo gia thiét

Ho, chap nhan H;: p#0,75.
5.4. KIEM PINH GIA THIET VE PHUONG SAI CUA BIEN NGAU NHIEN PHAN
PHOI CHUAN

Gia sir bién ngau nhién phan phdi theo quy luat chuan N(z, 0'2).

(n-1)S*

2
O-0

Dé kiém dinh gia thiét Hy: o’ = o, ta chon théng ké kiém dinh K =

L e A -1)s? . :
Néu gia thiet Hy dung thi K = % phén phoi theo quy lut ¥* véi (n-1) bac tu do.
1) Kiém dinh gia thiét Hy: o = o v6i doi thiét Hy: o° # o,

P(KeW,|H)=P(K>y)+P(K<y’))=a
hadl 1-=
2

2

W, =07 U (ras+0)
2

2
2) Hy: o’ =0'§, H: o >0§
W, =(Xai+)

3)Hy: ¢’ =0, ,Hi: 6> <0}

W, =(0; Zia)
Vi du 5.4. Dé kiém tra do chinh xac ciia mot may, nguoi ta do ngéu nhién kich thude cua
15 chi tiét may do may d6 san xuat va tinh dugc s* =14,6. V&i mirc ¥ nghia o = 0,01, hiy
két luAn may méc c6 hoat dong binh thudng khong, biét rang kich thudc cua chi tiét may 1a

bién ngu nhién phan phdi chuan c6 dung sai theo thiétké la o* = 12.



Giai: Goi X 1a kich thudc ciia chi tiét may, theo gia thiét X tuan theo quy luat phan phdi
chuén.
Kiém dinh gia thiét Hy: o = 12 véi d6i thiét H;: o* > 12

X AR s 14.5*
Chon thong ké kiém dinh K = o

2

02

Néu gia thiét Hy dung thi K = ! phan phdi theo quy luat z° v6i 14 bac ty do.

Véi o =0,01, tacd W, = (y2"";+0) = (29,14; +o0).

14.5* _ 14.14,6
12

Gia tri quan sat K, = =17,033. Suyra, K, ¢ W, nén chua c6 co s&

dé bac bo gia thiét Hy hay c6 thé két luan may moc van hoat dong binh thudng.
5.5. KIEM PINH GIA THIET VE 2 KY VONG TOAN CUA 2 BIEN NGAU NHIEN
PHAN PHOI CHUAN

Gia str 2 bién ngdu nhién X, Y ciing phan phdi theo quy luat chuén.
X ~N(u,07)
Y ~N(4,,07)
Ta kiém dinh gia thiét Hy: 4 = 4, dwa trén mau ngu nhién (X3, X3, ..., X,1) 1y tir bién
X va mau ngdu nhién (Y}, Y, ..., ¥,») ldy tir bién Y.

5. 5. 1. Truong hop di biét cic phwong sai o}, .
Théng ké kiém dinh & =X =D -4 1)
o, 0,
N S + =
nl n2

phan phdi N(0; 1).

(X -Y)
o, o5
nl ”2

1) Kiém dinh gia thiét Ho: g, = u, voi ddi thiét Hy: u, # u,

V6i gia thiét Hy dung: K =

Mién bac bo gia thiet miuc o

W, =(0-U,)UU,;+x)

2 2



2) Kiém dinh gia thiét Ho: g, = u, voi ddi thiét Hy: u, > 1,
W,=U,;+»)
3) Kiém dinh gia thiét Ho: g, = u, v6i doi thiét Hy: g < u,
W, =(~0;-U,)
5. 5. 2. Truong hop chwa biét cic phwong sai ¢, 2 va cé co sé dé gid thiét o} =c

o o
Théng ké kiém dinh x = X =D)L 2 (m=DS +(n, =DS,

s i+i n+n,—2
nl n2
(X-Y)

Néu gia thiét H, dang thi K = phén phdi theo quy luat Student v&i (n, +n, —2)
bac tu do.
1) Kiém dinh gia thiét Hy: g, = u, voi d6i thiét Hy: u, # 1,
Mién bac bo gia thiét muc o

W, = (=031, U(t,;+)

Y 2
2) Kiém dinh gia thiét Ho: g = u, voi ddi thiét Hy: u, > 1,
W, =(t,;+o)
3) Kiém dinh gia thiét Ho: g, = u, v6i dbi thiét Hy: g < p,
W, =(-0;—1,)
5. 5. 3. Trwong hop chwa biét cic phwong sai o}, o> va khong cé co sé dé gii thiét
ol=o?
(X =Y)— (s~ )
J$+$
n, n,

Théng ké kiém dinh K =

Néu gia thiét H, ding thi K = X-n phan phdi theo quy luat Student véi s6 bac tuy do
A
N J’_ =
nl n2



— (nl —1)(1’!2 _1) véi ¢ = ny
(nz _1)02 +(1_C)2(n1 _1) iz i;

Mién bac bé mic « duge xac dinh nhu sau:
D) Ho: py =5 Hiz gy #

W, =(=o0;—1,)U(t,;+%)

2 2
2) Ho: gy = 5 Hiz >
W, =(t,;+0)
3)Ho: py =gy Hiz gy < gy
W, =(-0—t,)

Vi du 5.5. Nguoi ta can tré so sinh ¢ 2 khu vuc thanh thi va néng thon, thu duge bang két

qua sau
Khu vuc Sé tré dugc can Trong luong trung binh | Phuong sai mau
Nong thon ny = 2500 x =30 2
Thanh thi n, =500 ;2 =31 3

V&i mure y nghia 0,01 ¢6 thé coi trong lwong trung binh cua tré so sinh & hai khu vuc 1a

bang nhau duoc khong?
Gidai: Goi trong lugng tré so sinh & nong thon va thanh thi twong rng 1a X; va X;. Luc do,
trong luong tré so sinh trung binh chinh 1a £ va u,.
Day 1a bai toan kiém dinh gia thiét Ho: g = u, v6i d6i thiét Hy: g, # 1, , trong trudng
hop chua biét phuong sai o, o5 vakhong co co so dé gia thiét ol=0o;.
(X, - X,)

s s
2500 500

Théng ké kiém dinh K =

Do n; > 30, n, >30 nén néu gia thiét H, dung thi K c6 phan phdi xip xi N(0; 1).

Vi a=0,01, tacd W, = (—00; =1 45) I (U o055 +0) = (—00;-2,576) U (2,576, +x).
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Gia tri quan sat K= _30-3D ~ -1,21.

2 3
+ -
2500 500

Vay, Kog W, nén chua c6 co so dé bac bo gia thiét Hy hay co thé coi trong lugng cua
tré so sinh & nong thén va thanh thi 1a nhu nhau.
5.6. SO SANH 2 XAC SUAT
Gia sir X, Y 1a 2 bién ngau nhién phan phdi theo quy luat 0 1 v6i cac tham sb py, pa.
Ta kiém dinh gia thiét Ho: p; = p» dua trén 2 mau ngau nhién (X}, Xa, . . ., X ) lay tir
bién X va (1, Ya, .. ., ¥, ) lay tir bién Y.
Dé kiém dinh gia thiét Ho, ta dung thong ké

_ (i—-H)-(p—py)
Jpl(l—pl)+p2(1—p2)

n n,

K phan phdi xap xi chuan N(0; 1) véi n; > 30, ny > 30. Néu gia thiét H, ding (p, = p> =
p) thi:

K= (fl—J;z) :
\/p(l -p)(—+—)
nl n2

vi p chua biét nén p duoc thay béng f= —nlfl /s
n +n,
K= Ui _f12) ; phan phdi x4p xi chuan N(0; 1) véi ny > 30, ny > 30.
\/f(l—f)(+)
nl n2

1) Kiém dinh gia thiét Hy: p, = p, voi d6i thiét Hy: p, # p,
Mién bac bo gia thiét mic a:

W, =(0-U,)UU,;+0)

2 2
2) Kiém dinh gia thiét Hy: p, = p, voi dbi thiét Hy: p, > p,
W, =(Ug;+o)

3) Kiém dinh gia thiét Hy: p, = p, véi ddi thiét Hy: p, < p,

11



W,=(-0-U,)

Vi du 5.6. Co 2 loai thubc A va B cung diéu tri mot loai bénh nao d6. Qua theo ddi trén sb

bénh nhan c6 dung 2 loai thude nay thu dugc cac so licu sau:

Loai thubc | S6 bénh nhan dung thuéc | S6 bénh nhan khoi bénh

A 160 120

B 56 40

Vi mic y nghia « = 0,05, héi tac dung ctia 2 loai thudc trén trong viée chita bénh c6
nhu nhau khong?
Gidi: Goi p1, p> tuong tng 1a ti 1& khoi bénh khi dung thudc A va B.

Day 14 bai toan kiém dinh gia thiét Ho: p, = p, v6i ddi thiét Hy: p, # p, voiny, np kha

16n.

Théng ké kiém dinh K = U ‘flz) - véi f _mfitmfs
n+n
\/f(l—f)(+) b
nl nz

K phan phdi xap xi chuan N(0; 1).
Véi a =0,05, ta co W, = (—0;—t 55) Y (U gp55+%0) = (—00;—1,96) LU (1,96;+00).

V61 2 mau cu thé ta co

120 40
== =075 = ~0,714
/1= 160 2= 5

f:nlfl +n,f, N 120 + 40
n +n, 160 + 56

~ 0,741.
Tinh duoc Ky ~ 0,529.
Vay, Kog W, nén chua c6 co s dé bac bo gia thiét Hy , ta chap nhan cong dung caa 2
loai thubce A, B dbi voi viée diéu tri bénh ndo dé 1a nhu nhau.

5.7. SO SANH 2 PHUONG SAI

Gia sir bién ngiu nhién X phan phdi chuan N(z, o)

bién ngiu nhién ¥ phan phdi chuin N(u, o2)

12



Ta kiém dinh gia thiét Hy: o} = o2 dya trén 2 mau ngiu nhién (X, X, . . ., X, W) lay tir
bién X va (Y1, Yo, .. ., ¥, ) lay tir bién Y.
2 2

Théng ké kiém dinh K =271 néu 2 > 57
S5 .0,

2
Néu H, dung thi K = % (S > S2) phan phdi theo quy lut Fisher véi (n; - 1) va (n-1)

2

bac tu do.
Mién bac bo gia thiet mic « dugc xac dinh nhu sau:
. 2 2. . 2 2
I)H(). o) ZGZ,H1. op) ¢O'2

W, =(0;f U, 540).

2
L2 2. qr. 2 2
2)Hy: 0, =0,; Hi: 0, >0,

W, =(f,;+»).
Vi du 5.7. C6 2 gidng laa c6 ning suit trung binh xdp xi nhu nhau song mirc d6 phan tin
vé ning sudt c6 thé khac nhau. Dé kiém tra diéu do, nguoi ta git miu tai 2 ving trong 2

giéng laa d6 va thu duoc két qua sau:

Gibng lua S6 diém gt Phuong sai
A ny =41 sit=11,41
B ny =130 57" = 6,52

Vi mic y nghia ¢ = 0,05 hay két luan vé van dé trén, biét ning suat laa 1a bién ngau
nhién phan phdi chuan.
Gidi: Goi X, Y 1a ning suit cua 2 gidng lta A va B, X va ¥ ¢6 phan phdi chuan.

Kiém dinh gia thiét Hy: o, = o7 véi dbi thiét Hy: o] # o,

2
Néu H, dang thi thong ké kiém dinh c6 dang K = % (S? > S7) phan phdi theo quy

2

luat Fisher v&i 40 va 29 bac tu do.
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Do a =0,05nén £ = £0029 =203 va [0 = o = —— =0,52.
“ N 1,94
2

2

Vay, mién bac bo 1a W, = (0; 0,52) U (2,03; +o0).

Gia tri quan sat Kgs=

K, & W, nén chua c6 co s& dé bac bo gia thiét Hy hay do phan tan ciia ning suat hai
giéng lta noi trén 1a nhu nhau.

5.8. KIEM PINH GIA THIET VE QUY LUAT PHAN PHOI XAC SUAT CUA BIEN
NGAU NHIEN

Xét gia thiét Hy: bién ngiu nhién X co quy luat phan phdi xac suat xac dinh boi ham
phan phéi F(x).

Duya vao mau thyc nghiém dé xét xem gia thiét Hy dung khong? Noi cach khéc, cac sb
liéu thyc nghiém (xy, xa, . . ., x,,) co pht hop véi gia thiét 1y thuyét phan phdi xac suét ciia X
la ham F(x) hay khong?

5. 8. 1. Truong hop X la bién ngau nhién roi rac

Gia str mau thue nghiém (x, x,, . . ., X,) c6 bang phan phéi tan s6 thuc nghiém:

X; ’ X X2 . Xk k

n; ‘ np n, ... ni i=l

Néu H, dung, phan phdi x4c suat cia X dugc xéac dinh, ta tinh dugc cac xac suat ly

thuyét P(x =x))=P;, i =1k

Tir d6 suy ra tan s6 1y thuyét ctia gia tri x; [a np;, i =1,k

k )2 )
Thong ké kiém dinh K = Zw ¢6 phan phoi y* véi (k— 1) bac tu do.
i=1 np;

Mién bac bo gia thiét mic o: (2, +00).

5. 8. 2. Truong hop X la bién ngdu nhién lién tuc

Tir mau cy thé (xi, X2, . . ., X,,), ta c6 bang phan phoi tan so thuc nghiém dang ghép 16p:
Xi-1 = X; ‘ X0 - X1 X1-X2 ... Xi-1 = Xk

n; ‘ n n ... 173

14



Néu H, dang, ta tinh dugc cac xac suét: P <x<x)=P, i=Lk

Khi d6, tan s 1y thuyét cta 16p thir i 1a npy, i =1,k

k _ 2
Ta kiém dinh gia thiét H, bang cach théng ké kiém dinh K = Z—(”z’ np;)
i=1 npi

Vidu5.8.  Kiém dinh gia thiét Hy: X phan phéi chuan N(x, o).

Khldé P(xl—l<x<xi): q)(xi_ﬂ)_(p(xiil—/,[).
o} o

Thong thudng ta chua biét 1z va o nén ching duoc thay bang cac ude lugng hop 1y tdi

da tuong ung la X Vas.
X —x X, —X
)—P(——)

P~ O(F—
S A

1

Nhin xét: Tiéu chuan y* dugc st dung t6t khi n du 1on (n > 50) vam; > 5, Vi=1k.
5.9. KIEM DPINH GIA THIET VE TiNH PQC LAP
Xét vecto ngau nhién 2 chiéu (X, Y). Ta kiém dinh gia thiét Hy: X va Y doc lap véi
nhau dira vio mau ngiu nhién gdm 7 cdp quan sat tir vecto ngau nhién (X, Y)
(x1, 1), (x2, 2), (X3, ¥3)

Phan phéi tan s6 thyc nghiém ctia mau duge trinh bay trén bang hai chiéu nhu sau:

15



Y;

i »2 _ Vi Vs z

Xi

X1 ni ni ni; Nig ni.
X2 nn n . ny; Nog np.
Xi ni np nj; Nis n;.
X 1 n . Ty Ny n,.
) n.| n. n. M. n

V6i X kha 16n thi theo dinh nghia thong ké v& xac suit, ta co:

1

PX=x;Y=yl~—L,  i=Lrj=ls
’ n

P(X =x)~
n
nAj
P(Y=y,)~ 2
n

Néu H, dung, nghia 1a X, ¥ doc lap thi

.77 N\2
ros (n?f - ) ros }’lz
K=2 22— =X ——-D
i=1 j=I n,.n; i=l j=1 1; .1 ;
n

Néu gia thiét Hy ding va n kha 16n thi thdng ké K phan phdi theo quy luat > vai
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(r =1)(s —1) bac tu do.

Mién bac bo gia thiét mirc o: W, = (y2;+0).

BAI TAP

5.1. Mot cong ty tuyén bd rang tudi tho trung binh ciia mot loai san pham do cong ty san
xut 12 160 gio . Biét rang tudi tho cua loai san phdm nay 1 bién ngau nhién phan phdi
chuén véi d6 léch chuan o = 8 gio. Kiém tra ngiu nhién 45 san phim clia cong ty, ta tinh
dugc tudi tho trung binh 1a 152 giv. Vi muc ¥ nghia o = 0,02, hdy kiém dinh tuyén bd

cua cong ty c6 dang khong?

5. 2. Trong nim trude trong luong trung binh trude khi xuat chudng ctia bd ¢ mot trai chin
nuoi 1a 380 kg. Nam nay, nguoi ta 4p dung thir mot ché d6 chin nudi méi v6i hy vong la
bo sé& ting trong nhanh hon. Sau mot thoi gian ap dung thir, ngudi ta 1dy ngiu nhién 50 con
bo trude khi xudt chudng dem cin va tinh dwoc trong luong trung binh ciia chiing 1a 390kg.
Vay, v6i mic ¥ nghia & = 0,01 c¢6 thé cho ring trong lwong trung binh cua bo trude khi
xuit chudng di ting 1én hay khong? Gia thiét trong lugng ctia bo 13 bién ngiu nhién c6

phan phdi chuan voi do léch chuan 1a 35,2 kg.

5. 3. Nhip mach trung binh ciia nam thanh nién 14 72 lan /phat. Kiém tra 84 nam thanh
nién lam viéc trong him 16 thdy nhip mach trung binh cia ho 1 75 lan/ phat véi do léch

mau 13 9. Hay xét xem lam viéc trong ham 16 ¢6 1am ting nhip mach hay khong? (« =0,04)

5. 4. Trong lugng dong bao cia cac bao gao trong kho 1a bién ngiu nhién phan phéi chuin
voi trong lugng trung binh theo quy dinh 1 50 kg. Nghi ngd bi dong thiéu, ngudi ta dem

can ngau nhién 25 bao va thu duoc cac so li€u sau:
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Trong lugng bao (kg) S6 bao tuong ting
48,0 — 48,5 2
48,5 -49 5
49,0 —49,5 10
49,5 -50,0 6
50,0 — 50,5 2
n=25

V6i mutc y nghia o = 0,05 hiy két luan vé diéu nghi ngd noi trén.

5.5. P6i v6i nguoi Vit Nam, lugng huyét sic to trung binh 13 138 g/I. Kham cho 120
cong nhan & nha mdy co tiép xuc hoa chit thay huyét sic t6 trung binh 1a 125,8 g/l va
s=15 g/l. Tir két qua trén co thé két luan lwong sic td trung binh cua cong nhan nha may

nay thip hon mirc chung hay khong (o = 0,01)?

5. 6. Nang suat trung binh cia mot gidng laa 13 50 ta / ha. Sau thoi gian dai canh tac, ngudi
ta nghi ngo gidng laa d6 bi thoai hda, ning suat giam.Dya vao mau kich thudc bing 25 tim
dugc nang suét trung binh tir mau 14 48,7 ta / ha va do léch chuidn mau 13 4,2 ta / ha. Hay
két luan vé diéu nghi ngd nodi trén voi y nghia 13 o = 0,05. Cho biét ning suit cia gidng

laa d6 14 bién ngiu nhién tuan theo quy luat chuan.

5. 7. Mot kho hat giéng co ti I¢ nay mam xac dinh po=0,9. Ng?lu nhién c6 mot thiét bi bi
hong lam thay dbi diéu kién bén trong ctia kho. Dé c6 thong tin vé ti 1& nay mam mdi cua
kho hat giéng, ngudi ta lam thi nghiém 400 hat thdy c6 290 hat nay mam. Hoi ti 1 nay
mam cua kho hat gidng c6 con git nguyén hay khong (o = 0,05)?

5. 8. Trén 1y thuyét, ham luong dau ciia mot loai cdy bang 0,5. Sau mot thdi gian cham
bon, léy ngﬁu nhién mot mau gém 100 cay, thﬁy c6 ti 1é dau 1a 0,7. V&i mic y nghia 0,01

c6 thé két luan ti 16 dau cua loai cAy d6 da tang 1én?
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5. 9. Ti 18 phé pham ctuia mot nha may 1a 10%. Sau khi cai tién k¥ thuat, diéu tra 400 san
pham thdy c6 32 phé pham. V&i o = 0,01 hiy két ludn vé viée cai tién k§ thuat co lam

giam ti 1¢ phé pham hay khong?

5. 10. Mot nha may san xuét thudc chita di ing thuc pham tuyén b rang 90% ngudi ding
thudc thdy thudc ¢6 tac dung trong vong 8g. Kiém tra 200 nguoi bi di tmg thirc pham thi
thy trong vong 8g thudc lam giam bét di ing dbi voi 160 nguoi. Hiy kiém dinh xem 101

tuyén bd trén ciia nha san xuat c6 dung hay khong voi mirc ¥ nghia & = 0,01.

5. 11. Chi mdt hang san xuét cho biét do 1éch chuén cua sai s6 do cua thiét bi [a 5 don vi.
Nguoi ta kiém tra 19 lan do cung mot doi tuong thi théy s*=33.Véi a = 0,05, c6 két luan
gi vé y kién cta chu hing?

5.13. Piéu tra trén mot mau gom 130 thanh nién Iira tudi 18 & viing dan cu A ta tinh duoc
chiéu cao trung binh 1a 169 cm; do 1éch chuin 8cm. Trén mot mau 80 thanh nién Itra tudi
18 cua vung dan cu B thi chiéu cao trung binh la 165c¢m; d6 1éch chuin 9cm. V&i mic y
nghia a = 0,05, ¢ thé ndi chiéu cao trung binh cia thanh nién ving A 1a cao hon ving B

hay khong?

5.14. Gieo mot loai hat gidng theo 2 phuwong phap khac nhau:
Phuong phap I: gieo 100 hat thdy c6 82 hat ndy mam.
Phuong phap II: gieo 120 hat thiy c6 92 hat ndy mam.
Véi mirc y nghia o= 0,01 ¢ thé néi ti 1¢ ndy mam cua 2 phuong phéap 1a nhur nhau hay

khong?
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CHUONG VI
TUONG QUAN VA HOI QUY

6.1. Cac khai niém
6.1.1. Hé s6 twong quan mau
- Gia str ta c6 mau ngau nhién {(X,,Y));---;(X,,Y.)} la nhitng quan sat dong thoi vé hai bién

n’

ngau nhién X,Y . Hé s6 twong quan miu cia X,Y duoc xac dinh béi:

XY-XY

trong do

Y nghia: Hé s6 twong quan duoc dung dé do muc d6 phu thudc tuyén tinh giita 2 bién ngiu
nhién. Néu |r| cang 16n (cang gan 1) thi sy phu thudc tuyén tinh cang ré (kha ning xay ra phu
thudc tuyén tinh giita X, Y cang cao). Néu |r| cang gan 0 thi sy phu thudc tuyén tinh cang
yéu (kha ning xay ra phy thudc tuyén tinh gitra X, Y cang thip).

- D6i v6i mot mau cu thé va nhiéu so lidu, ta thuc hién cac budc tinh hé s6 twong quan mau
nhu sau:

+ Goir la s cac gi tri khac nhau cua mau (x,,x,, --,x,) V01 X <X, <+ <X,
+ Goi s la s6 cac gia tri khac nhau cia mau (y,, y,,"*+,»,) VO Y < Vo) < < V(-

+Goi n; 1a sd cac quan sat tr mau ghep ¢ gid tri (x,,y,)) (@=1.r,j=1.5).

S r s S
+ Tinh céac gia tri n; =Zni/.; n; =an./.; n=ZZnij
j=1 i=1

i=1 =1

- Khi do

=YYy X=1¥nx Y=
n ' ng

i=1 j=1

SZ _ 1< 2 2 S2 _ 1 2 =2

X_;Zn::xi_X Y_;zn_jyj_Y
i=1

6.1.2. Ky vong cé diéu kién
- Gia sir ¢6 vecto ngau nhién 2 chiéu (X,Y)
- Ky vong c6 diéu kién clia bién ngiu nhién Y voi diéu kién X = x, ky hiéu E(Y/x), xac dinh
bai:
+ Néu Y 1 roi rac thi



E(Yx)=) y,P(X=x,Y=y,)
i=1

+Néu Y lién tuc thi

E(R)= [ yfyy (rp)dy

6.1.3. Ham hoi quy
- Ham hdi quy cta Y d6i voi X1a f(x)= E(Y/x).
- Ham hdi quy ctia Xdoi voi Y 1a g(y) = E(X/y).
Y nghia: Him hoi quy cta Y ddi véi X co thé dung dé du bao ki vong gid tri cia Y voi mot
gia tri nao do cua X.
6.2. Hoi quy tuyén tinh don
- Hai bién ngu nhién X,Y goi la c¢6 hdi quy tuyén tinh néu ham hdi quy ctia Y dbi véi X ¢o
dang:
y=EY/x)=ax+b

6.2.1. woc lwong cac hé s6 a,b
- Gia str ta 6 miu cu thé {(x;,»);--5(x,,»,)} 1a nhiing quan sat ddng thoi vé 2 bién ngiu
nhién X, Y. Dya vao phuong phap binh phuong bé nhét, tirc 1a tim a, b sao cho ham

F(a,b)=)_ (y,—ax,—b)’
i=1

dat cuc tieu. Khi do ta céd cac udc lugng sau:

azRX’Y-& b=Y-aX

X



Bai tap chuwong 6

6.1.56 vi khudn X (triéu) sinh san sau thoi gian Y (gi0) dugc ghi lai trong bang sau qua mot
thi nghi¢m

X‘012345678

Y‘30 32 35 40 48 52 58 62 69

a) Xac dinh hé sé tuong quan gitta X va Y.
b) Tim dudng hdi quy tuyén tinh cia X theo Y . Du bao vé s vi khuan c6 sau 10 gio.

6.2. Po chiéu cao X (cm) va trong luong Y (kg) ctia 100 hoc sinh, ta dugc két qua sau:

Y X |145-150 | 150-155 | 155-160 | 160 - 165 | 165 - 170
35 - 40 3

40 - 45 5 10

45 - 50 14 20 6

50 - 55 15 12 5
55-60 6 4

¢) Xac dinh hé s0 tuong quan gitra chiéu cao va can nidng.

d) Tim duong hdi quy tuyén tinh ciia chiéu cao theo can ning.

6.3. Theo doi lugng phén bon X (kg/ha) va nang sudt laa Y (tdn/ha) ciia 100 ha lua & mot
vung, ta thu dugc két qua sau:

Y X| 120 | 140 | 160 | 180 | 200
22 | 2
26 | 5 3
3,0 11 | 8 4
3,4 15 | 17
3,8 10 | 6 7
42 12

e) Xac dinh hé sé tuong quan gitra luong phin bon va ning suét lua.
f) Tim duong hdi quy tuyén tinh ciia ning sut lua theo lurong phan bon.



6.4. Po chiéu cao X (m) va duong kinh Y (cm) ctia mot loai cdy, ta duoc két qua sau:

Y X| 6 8 10 12 14
30 2 17 9 3

35 10 17 9

40 3 24 16 13
45 6 24 12
50 2 11 22

g) Xac dinh hé s6 twong quan gitra chiéu cao va dudng kinh cia cay.
h) Tim dudng hdi quy tuyén tinh ciia duong kinh theo chiéu cao.
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