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1. Nhirng vét gach va tiéng gim gir

Trong huyén thoai ctia Homere, anh hing Ulysses roi dao Cyclops sau khi lam mu ga khong 16 mot
mit. Ga bt hanh nay sang sang ngdi trude cira hang va ding cac hon soi dé dém s ciru ra khoi hang, ctr mdi
con budc ra, gd ném mot hon so6i sang mot bén.

R6i chiéu, khi dan ciru vé hang, mdi con budc vao, gi lai lfiy bot mot hon sai tir déng soi thu duoc
ban sang. Bang cach nay, néu s soi ban sang hét sach, gi c6 thé tin chic s clru da vé hét, khong c6 con nao
di lac.

Truyén gi khdng 16 mot mit nay chic chin 1a cau chuyén xua nhit dé cap dén su twong Gmg mot -
mot, 13 co ban cia phép dém. Nguyén tic ndy c6 nhidu minh hoa khac. Ching han, th dan da d6 Bic My
mudn dém sb ké thu ma y da két 1idu, y 16t da ddu ho. Con nhiing thg sin Phi Chau thoi tién sit thi giit lai
mot rang nanh cho mdi con heo rirg ma ho giét dugc. Nhitng thiéu nit chua 1ap gia dinh ctia bg lac Masai cu
ngu trén trién nui Kilimanjaro mang vong bang dong quanh cd, s vong bang vé6i s6 tudi ciia ho. Nhitng chu
quan ruou Anh ngdy xua ding cic vét phan trén bang dé ghi sé 1an udng cua cac thuc khach. Nhing cu dan
Peru thuo trude dung céc soi thimg c6 thit niit v6i nhiéu mau sac khac nhau dé dém dan so trong lang.

Va 1& di nhién, cac hoc sinh ngay nay dém xem con bao nhiéu ngay nita thi dén Noel bamg cach dém ngay
trén to lich. Va hiu nhu mdi ngudi, it nhat di c6 mot 1an, ding ngon tay dé dém mot s gi do.

Vit tao tac c6 y nghia toan hoc xua nhét tim duoc 12 mot tay cam béng xuong, trén do co cac vét
khéc sau theo mot dang thuc toan hoc xac dinh, voi mot manh thach anh sdc bén dung dé khic duoc gfm
trong mot khe & dau can. Cong cu nay dugc goi 1a xuong Ishango, dugc tim thiy boi nha khao c6 Jean de
Heinzelin trong lang danh c4 ¢ Ishango, trén ho Edward thuoc Cong Hoa Congo, c6 nién dai khoang giira
9000 va 6500 trudc Cong Nguyén.

Chéc chin thoi khic trong dai xwa nhit cua toan hoc xay ra khi, cach ddy vai ngan nim, nhiing
ngudi nguyén thuy bit dau hoc ghi lai sé vat dung nao d6 bang cac vét gach trén mit dit hay trén da. Roi xa
hoi tién héa dén muc phai can mot qui trinh dém. Mot bd lac, mot thi toc hodc mot gia dinh phai phan chia
luong thyuc gitta nhitng ngudi trong cong dong, hodc phai ghi lai sé dau gia suc ciia minh. Qui trinh d6 1a
dung nhiing l3n gach tao sy tuong utng mot - mét voi s6 don vi cua cai va chic chan khai thiy cua khoa hoc
vé chir viét vé sau nay moi xuét hién.

That hop li khi gia dinh rang véi sé lwong nho, ngudi ta dém bang ngon tay do 1én hay chia xudng.
Véi s6 lugng 16n hon thi nguoi ta ding soi hodc thé, hodc bang nhimg nét gach trén mat dit hay da, hay bang
vét cit trén xuwong hay mit gd, hay nhimg that nut trén day thimg. Pén mot lic nao d6, con ngudi ding
nhing tiéng gim gir nhat dinh dé chi mot sé lugng nao d6. Va vé sau nhiing chir sé dugc nghi ra dé thay thé
nhimng tir chi s6 luong.

Mic di qué trinh phat trién ky niang dém ciia ngudi nguyén thay chi 1a trc doan, nhung né duoc cing
¢b boi nhitng bao cdo ciia nhimg nha khao c6 khi nghién ctru cac toc nguyén thiy con song ngay nay va
nhiing tao tic dao dugc trong mot s dia diém trén thé gisi. D6 ciing 1a qui trinh ma tré con ngay nay con
dung dé bat ¢iu hoc dém.

Trong nhiing thoi ki khoi dau cua viée dém bang tiéng noéi, nguoi ta ding nhiing tiéng khac nhau dé
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chi ciing mot s6 lwong, chang han hai con ctru va hai ngudi, chi hai trong hai tinh huéng nay lai néi bang hai
tir khac nhau. Hién tuong nay c6 thé tim thiy trong ngén ngu, chang han trong tiéng Anh, ta c6 nhiéu chir
khac nhau déu c6 nghia 14 hai : team of horses (2 ngua trong mot xe), span of mules ( cip lira), yoke of oxen
(d6i bo), brace of partridge (cap ga g0), pair of shoes (d6i gidy). Cai tir biéu thi tinh triru twong cao nhat 1 s6
luong 2, doc lap voi bat ¢t su vat cu thé nao di kém, phai rat 1au méi xuét hién.

MGéi lién hé ctia nhig tir chi s6 dém voi cac vach ghi van con kéo dai dén ngay nay trong mot s6 b
lac nguyén thity. Chang han trong ngén ngir ciia bo toc Papuan & Tan Guinea, mdt nguoi nghia 14 20, hai
ban tay nghia 1a mudi, mot ban tay 14 nim... B lac Kamayura & Nam My lay tir "ngén giira" dé chi s 3. Ho
s& n6i : "ngén giira ngay" dé noi "ba ngay". Con thd dan Dene-Dinje cia Nam My, c¢6 thoi quen dém bing
cach gp ngon tay lai, s& n6i nhu sau dé chi sé dém :

"mot " - " ngén Gt gap lai"

"hai" - " ngdn ut va ap Gt gap lai"

"ba" - "ngbn ut, 4p Ut va ngon gitra gap lai"

"bdn" - " bdn ngdn trir ngdn cai gip lai"

"ndm" - ndm ngén déu gap lai"

" muoi" - hai ban tay déu nim lai"

Dbi v6i thd dan Mandigo cua Tay Phi dé chi "chin" ho dung tir "kononto", c6 nghia la "nhu thang
nho trong bung" - ¥ ho mudn noéi chin thang cuu mang. Giai doan cu thé trong qua trinh dém ciing hién nhién
trong ngén ngu Malay va Azted, trong doé cac chit "mot", "hai", "ba" lan luot 12 " mot s6i", "hai s6i", "ba
s0i". Twong tu d6i v6i dan Niués cia Nam Thai Binh Duong, ba tir chi cac chit s6 dau tién 1a "mot trai", "hai
trai", "ba trai". . . C6 nhiing thir ngdn ngtr dang diéu dwoc dung dé chi nhimng chir s, ching han by toc
Papuan, mudn chi nhiing con s6 cu thé, ho s& chi nhiing bd phan khac nhau trén co thé.

1: ngon Ut phai 12: miii

2: ngbn &p ut phai 13: miéng

..... 14: tai trai
ngoén caiphai ...
cb tay phai
khuyu tay phai

vai phai

A AN

tai phai
10: mat phai

11: mat trai 22: ngon Ut trai

Trong cac bd toc nguyén thiy, cling nhu gilra nhitng nguoi sanh di€u thoi hién dai, nguoi ta thuong
dung 161 18 dé dém két hop véi dang diéu cua ban tay. Ching han, trong vai bd lac, khi néi "mudi" thuong
kém theo hai ban tay v4 vao nhau, con "sau" thi di kém v6i dong tac ban tay nay vudt nhanh 1én ban tay kia.
Nha nhéan ching hoc Karl Menninger timg néi d6i khi chi quan sat cach dém bang ngén tay cia thd dan ciing

¢6 thé biet ho thudc sac dan nao, chung tdc nao.
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Nha vin Anh Mason c6 ké mot giai thoai ngd ngd trong thé chién II. M6t thiéu nir Nhat dang sdng &
An, luc d6 dang co chién tranh v&i nude Nhat. Dé tranh tinh huéng ric rdi co thé xay ra, ban c6 gidi thi¢u cod
1a mot ngudi Trung Hoa véi mot cur dan ngudi Anh & An. Ong nay nghi ngd bén hoi c6 hay thir dém dén

nim bang ngén tay cia minh. C6 nay, sau mot chat do du, 1am theo 10i ong ta. Roi:;

Thdy thé, ong Headley bong cuoi lén: "P6, cé thdy khéng! C6 c6 thdy cdach cé ta dém dé khong?
Cé ta mé long ban tay va gdp ngén tay vao ting ngén mot dé dém. Cé cé thdy nguoi Trung quéc ndo dém
nhu thé khong? Khéng bao gio! Newoi Trung quoc dém nhuw nguoi Anh. Bdt dau véi ban tay nam lai. Nh
vdy ¢6 ta la Nhét!” ong ta cwdi lén ddc thdng.

Khai niém tuong Gmg mot - mot da dugc coi la can ban cia phép dém tdp hop nhing sb hitu han.
Trong loat bai phan 16n in trong tap chi toan hoc Mathematische bt dau tir nim 1874, nha toan hoc Pirc
Georg Cantor ciing ap dung khai niém trén dé "dém" nhiing s6 vo han va nhd d6 da sang tao ra ly thuyét
limg danh vé cac s6 siéu hang. Nhung day 1a chuyén cua tuong lai, 1a mot thoi khic trong dai cia TOAN hoc

chi xay ra gan day, va s€ dugc ban dén trong mot ki téi.

Chir s6 La M4
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Brahmi —l=I=|+ N’ |715]|7
Hindu o || |3 |F b |||
Arabic Y IY Y E oY IA]AS
Medieval ol1|2(3|1¢|6|4]|8]09
Modern O(1}2|3(4[5|6|7]8]|9

Sw iien hoa cua cac chir so
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2. Kim tu thap vi dai nhét ciia Ai clp

Nhiing nhén dinh hinh hoc du tién cta con nguoi phai co t rat 1au, xuét phat mot cach vo thuc tur
nhitng quan sat va nhan ra nhitng dang hinh va so sanh kich thudc ciing nhu hinh thé cua chung. Chic chin
mot trong nhitng khai niém xa xua nhit ma con nguoi co thé cam nhan duoc 1a khai niém vé khoang cach,
dic biét 1a phat hién rang doan thing 1a khoang cich ngan nhét ndi hai diém. Mot khai niém xa xua nita xuét
hién tir v6 thire dén nhan thirc 1a cac dang hinh da giac, nhu 1a hinh tam giac, tir giac. That [a ty nhién khi
nguoi ta vach ra nhitng duong bién bang cach 4n dinh nhiing diém trén mit dat roi ndi hai diém 1én tiép bang
nhiing buc tuong thang hay hang rao. Trong qua trinh xay dung cac birc tuong khai niém thang dimg, song
song, va vudng goc s& dan dan 16 dién. Nhiéu duong cong dic biét ndi bat trén nhiing dudng phtc tap cua
thién nhién, s& dan dan gy 4n twong 1én tim tri v6 thirc cta con ngudi. Ching han nhimg dia tron 14 hinh
anh cta mat troi, mat tring, hay dudng ciu vong hay mit cit cic than cay. RSi quy dao parabol cia mot vién
d4 ném di, duong day xich cta day nho budng thong, dudng xodn ¢ cua day thimg khi cudn lai, ciia nhiitng
tua cac loai day leo ciing gay cha ¥ cho cac bd 6c it quan sat nhit. Mot sé loai nhén giing to theo nhitng hinh
da giac déu. Nhirng don song 13 nhitng dudng tron dong tim téa ra khi mot hon da duoc ném xudng ho,
nhirng dudng xoin ¢ nghé thudt trén vo cac loai dc bién. Nhiéu qua c6 dang khdi cau; than cay thi hinh try;
nhitng dang hinh non xudt hién day do trong ty nhién. Nhitng bé mit va nhiing khdi tron xoay, dugc quan sat
trong tu nhién cling nhu trong san phém cua cac tho gém, s& dan dan tac dong mot cach vo thirc dén nhitng
tri 6¢ hay to mo. Con ngudi, loai vat, va nhiéu chiéc 14 ciing c6 truc hay mit di ximg. Khai niém vé thé tich
thanh hinh mdi lan mot binh chira dugc d6 day nudc & bo sudi hay bo séng. Khai niém vé khong gian va
diém trong khong gian dugc lién két mdi lan nhin 1én bau troi day sao ban dém. Danh sach liét ké nhu trén
¢ thé kéo dai vo tan.

Viéc lam quen ban dau voi nhitng khai niém hinh hoc theo cach trén co thé duoc goi 1a hinh hoc v6
thirc. Nhirng nguoi tién str d quen véi cach ndy ciing nhu céc tré em ngdy nay thé hién trong cac birc vé& cua
chung.

Giai doan thur hai trong hinh hoc xuét hién khi tri tué con nguoi biét rat ra tir tap hop nhiing lién hé
hinh hoc cu thé mot mdi lién hé truu tuong téng quat ma nhitng lién hé cu thé néi trén chi 1a mot truong hop
c4 biét. Bang cach nay ngudi ta da thiét 1ap dugc mot qui tic hinh hoc. Vi du, bang cach tinh dién tich cac
hinh chir nhat trén cac gidy 6 vudng bang cach dém cac 6 vudéng don vi ma ching chira dung, mot hoc sinh
tiéu hoc c6 thé rit ra qui tic tinh dién tich hinh chit nhat 13 1dy tich hai kich thudc. Hay bang cach do chu vi
cac dia gb bang day, mot hoc sinh ¢ thé suy ra rang chu vi duong tron 16n hon ba lan dudng kinh duong

tron mot chut.

Va day 1a moét vi du cao cép hon, hay xét mot dia gS ¢ tam c6 dong mot dinh sau dén nira va mot ban
cau cung ban kinh, & cuc cling c6 mdt chiéc dinh nhu thé. Bay gio ta cuon mot soi day thing bat dau tir
chiéc dinh va theo hinh xodc dc cho dén khi l4p day dia tron va ban cau (Trong hinh chi v& mot phan soi
day). Vi soi day thung 1ip ddy ban cau dai gip hai soi day thimg 14p day dia tron nén ta két luan dién tich

ban ciu b;‘ing hai 14n dién tich hinh tron cung ban kinh, do d6 dién tich mat ciu be‘ing bon dién tich hinh tron
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16n ctia n6 - mot sy kién da dugc Archimedes chiing minh mét
cach nghién nhat vao thé ki thir ba trudc cong nguyén. Véi cac
thuc nghiém nhu thé, hinh hoc di trd thanh mot khoa hoc thuc

nghiém.

Hinh hoc trong giai doan thi nghiém nay duoc goi la hinh
hoc thyc nghiém. Khi luc loi sdu vao lich str toan hoc trong qua
khwr, chung ta tim thdy mot sé luong dang ké nhitng két qua cua
hinh hoc thyc nghi€ém. Loai hinh hoc nay hinh nhu da xuét hién
trong vai ving phat trién & phuong Dong C6 Pai trong khoang
thién nién ki thtr nam dén thir ba trudc cong nguyén qua qué trinh
xdy dung, trong trot, thuong mai ciing nhu nhitng nghi 1& ton

giao.

Howard Eves

That tha vi khi biét rﬁng moi kién thirc hinh hoc con luu gitr dugc trudce 600 trude cong nguyén phﬁn

16n déu 1a hinh hoc thuc nghiém. Hinh hoc hinh thanh bing mét s6 qui tic tho so, mot s dung dén, mot sb

chi gﬁn dtng, nhu hinh hoc ctia Babylon, Ai cap va An dd, cling nhu
Trung qudc. D& minh hoa, ta hily xét cong thirc tinh dién tich hinh
vién phan cia Trung qudc. Cong thirc ndy dugc tim thiy trong bd
Citu Chuong Toan Phap, c6 ngudn gdc tir thé ki thir hai trude Cong
nguyén, nhung ta biét Tan Thiy Hoang c6 chinh sach ddt sach nim
213 trudc Cong nguyén, cho nén co thé tin quyén sach nay c6 ngudn
gbc som hon nira. Trong hinh dudi, goi ¢ 1a do dai ctia day cung va s
1a chiéu cao cua vién phan. Néu tir dinh ciia vién phan ta ké hai cat
tuyén cit phan kéo dai ciia ¢ mot doan bang voi s/2, bang mat
thuong ta thdy hinh nhu dién tich hinh vién phan bang dién tich tam
gidc can tao boi duong ¢ va hai cat tuyén. Citu chuong Toan Phap
cho ring hai dién tich bang nhau tirc cong thirc dién tich hinh vién
phan 1a A = s(c + s)/2. Ap dung cong thirc nay cho hinh vién phan
dac biét 1a nira hinh tron ban kinh r: ¢ = 2r, s = r, ta dugc dién tich
ntra hinh tron 1a :

A =r1(2r + r)/2 = 3r*/2, tirc dién tich hinh tron 1a 3r’. Nhu vay Ciru
Chuong Toan Phap di cho 7 = 3, mot gia tri gan dung cua 7
thudng dung trong thoi cd.

Trong ban gidy c6i Rind ghi lai cong trinh hinh hoc cia

A

s/2 c/2 s/2

s/2 c/2 s/2
p.- N

O

Néu goi r la ban kinh dudng tron
va #1a nua sé do goéc ¢ tdm chén
cung cua hinh vién phdn, ta cd :

r = (4s? + c?)/8s va sind = ¢/2r
va ta tinh duoc chinh xac cua dién
tich hinh vién phan la :

A=r6-c(r-s)/2

nguoi Ai cap c6 nién dai it nhat 1650 B.C, chung ta tim thdy qui tic tinh dién tich hinh tron bang dién tich

hinh vuéng c6 d¢ dai canh bang 8/9 dudng kinh hinh tron. Nhu thé cong thirc thuc nghiém nay cho rang gia

tri cua s6 7 = (4/3)" =3,1604...
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Mic du phan 16n cac thd ban bang dat sét kho dao duge & Mesopotamia ching t6 rang nguoi
Baylon ldy 7 = 3, mot thd ban c6 nién dai tir 1900 dén 1600 B.C khai quat dugc & Susa nim 1936, cach
thanh phd Babylon 200 dim cho 7 = 3'/s = 3,125.

Con nhiéu dan ching khac nita vé loai hinh hoc thyc nghiém nay. Chung ta rat 4n tugng trudc sb
luong d0 s6 cua cac qui tic duge tim thiy bang cac phuong phap thuan ty thuc nghiém.

Néu giita s6 lugng kién thirc 4y, chiing ta phai tim mot vi du ndi bat nhat ¢é minh hoa mot thoi khic
trong dai ctia toan hoc, khong ¢ vi du nao tt hon 1a Bai toan sé 14 trong ban gidy c6i Moskow. Ban ndy c6
nién dai khoang 1850 B.C trén d6 ghi lai 25 bai toan cd. Ban gidy ¢ nay dugc mua & Ai cdp nim 1893 va
hién gio duge luu giir trong mot bao tang & Moscow. Trong Bai toan 14, ta tim thiy mot thuat toan nhu sau:
"Ban duoc cho mot khdi chop cut ¢o chiéu cao 6, canh day 16n 4, canh day nho 2. Ban binh phuong 4 dugc
16, nhéan 4 cho 2 duoc 8, binh phuong 2 dugc 4. Sau d6 ban cong 3 $6 nay la 16, 8 va 4, dugc 28. ROi léy
mot phin ba cua 6 13 2. Cudi cung nhan 28 véi 2 duoc 56. Thé, s d6 1a 56. Ban s& thiy no rat dung."

Ban hiéu viéc ndy nhu thé nao? Pau tién, chung ta phai biét ring, theo thoi quen thoi ¢d khi minh
hoa cac bai toan, trudc tién mot thu tuc téng quat dugc dua ra, sau d6 1a nhitng con sb cu thé ca biét duge ap
dung. Vi moi khéi chop Ai cap thoi cd déu c6 dang khéi chop tir giac déu nén bai toan dé cap dén khdi chop
cut tir giac déu, 1a phan cua khdi chop cit boi mot mét phang song song voi ddy. Goi a, b 1an luot 1a canh day
va h 1a chiéu cao thi ¢ ddy: a=4, b =2 va h = 6. Tir m6 ta trén, thudt toan nay cho rang thé tich khéi chop
cut tir giac déu 1a V = (a* + ab + b*)h/3, mot két qua ca biét ciia mot cong thic tdng quat hon cho mot khdi
chop cut bat ki 1a : V = (B ++/BB'+ B")h/3 trong d6 B, B', h lan luot 1 dién tich hai dy va chiéu cao cua
khéi.

Hay ngimg mot luc, néu 1i giai ciia chung ta 1 ding, dé bay t6 sy than phuc cta ching ta v&i cong
thirc tim dugc bang thuc nghiém nay. Chung ta biét rang nguoi Babylon di tim ra cong thirc dién tich ctia

hinh thang (coi nhu tam giac "cut") bang tich chiéu cao va nira tong cua hai canh day. Tir d6 ngudi Babylon
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cho rang thé tich khdi chop cut ciing bang tich chiéu cao véi ntra tong dién tich hai day, nghia 1a :

V=h(B, +B,)/2

Uc doan nay ciing tu nhién va c6 vé trién vong nhung that ra lai sai.

Tac gia ngudi Ai cap thoi ¢b ctia Bai toan 14 trong ban thao Moscow, khong giéng nhu nhitng ngudi
Babylon, lai doan chinh xac. R rang su qui nap nay la mot thanh qua thuc nghiém dang né trong hinh hoc.
Pang né dén ndi nha toan hoc Eric Temple Bell da dit tén cho Bai toan 14 1a " kim ty thap Ai cép vi dai
nhat"; voi Bell, phép qui nap ma bai toan dua ra dang né hon nhiéu so v6i cong trinh xay dung cac kim tu
thap khong 16 bang da tang ciia Ai cap c6 dai con ding viing dén tan ngay nay. Day chinh 1 m§t thoi khic

trong dai cia toan hoc.
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3. Tir thiee nghiém dén nghién ciu

Khoang nim 600 trudc cong nguyén toan hoc budc vao thoi ki phat trién thir ba. Cac sir gia vé toan
hoc déu nhét tri vinh danh su tién b vuot bac nay cho ngudi Hi Lap trong thoi d6, va ngudi  tién phong ndi
tiéng nhat 1a Thales thanh Miletus, mot trong that hién thoi ¢d dai. Hinh nhu Thales trai nhitng nam tré tudi
lam nghé budn ban, sau d6 tré nén giau co, va nho thé trong nhitng nim cudi doi, ong méi ¢ thé danh hét
thoi gian cho nghién ciru va du lich. Ong da timg dén Ai cap va mang vé cho thanh Miletus nhiing thanh tyu
cuia nguoi Ai cap vé hinh hoc. Ong la mdt thién tai trong nhiéu lanh vuc: chinh khach, cd vén, ky su, doanh
nhan, triét gia, nha toan hoc va thién vian hoc. Ong 13 nguoi dau tién ma tén tudi duoc biét dén trong lich st
TOAN hoc, va la ca nhan dau tién dd néu ra nhimg phat hién hinh hoc bang phuong phap dién dich. Nhiing
két qua sau dy 1a nhimg dong gop cua éng:

1. Puong kinh chia doi duong tron.

2. Hai goc day ctiia mot tam gidc can thi bang nhau.

3. Nhitng goc ddi dinh tao boi hai dudng thing cit nhau
thi bang nhau.

4. Hai tam giac c6 hai goc bang nhau va mot canh bang
nhau thi bang nhau.

5. Goc noi tiép trong nira dudng tron 1a mot goc vudng.

That ra chic chin nim két qua trén da duoc biét rat lau
trudc thoi Thales, va ndm két qua nay déu c6 thé kiém ching bang
thuc nghiém. Vi thé gia tri clia phat hién nay khong phai & noi
dung ctia ching ma & chd Thales da chimg thuc ching bang li
luan chimg minh thay vi bang tryc gidc va thuc nghiém. Chang

han, két qua thir ba c6 thé dé dang kiém ching bang cach ding

kéo cit ra cip goc doi dinh va dit chung tring 1én nhau. Tuy

nhién Thales da chiing minh theo cach ching ta da hoc ¢ trung

hoc. Trong hinh dudi, ta mudn chimg minh géc x = goc y. Ta c6

gbc x va gbc y cing bu v6i gbc z. Ma hai dai lwong cing bang V4
mot dai lugng thir ba thi bang nhau, do d6 goc x = goc y.

Két qua trén dugc suy ra tor mot chudi dién dich nho, dua
vao mot két qua co ban hon. Loai hinh hoc nay goi 1a hinh hoc
ching minh hay hinh hoc dién dich, va da duoc nguoi Hi Lap
phat trién manh mé tir 600 B.C vé sau. Nhitng ngudi Hi Lap nay dd do bo nhing thanh qua hinh hoc, va noi
chung toan hoc, dugc xdy dung bang phuong phap thuc nghiém dé thay thé bang phuong phap nghién ctru.
N6 luc ddy ¥ thirc va tap trung nay chic chin 1a MOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN HOQC, va
néu truyén thng nay 1a ding, thi Thales & thanh phd Miletus 1a nguoi phat dong dau tién.

Céu hoi 13, trong s6 cac dan toc vao thoi do, tai sao lai 1a ngudi Hi Lap, chir khong ai khac, da cho

khang dinh 14 cac chén 1i hinh hoc phai dugc chitng minh bang 1i luan chtr khong phai biang cac phép do thuc
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nghiém. Cau tra 10i c6 thé 1a do cai goi 1a su bi an Hi Lap. Cac hoc gia da cb ging cung cip nhiing giai thich
vé bi an Hi Lap, va khong c6 10i giai thich riéng 1¢ nao thoéa mén ma phai xét tit ca cac 10i giai thich méi du
1am ho hai long. Loi giai thich thong thuong nhét 13 ndam & khuynh huéng thién vé hoai nghi triét hoc cua
ngudi Hi Lap c6 dai. Trong triét hoc, ngudi ta quan tim dén nhimg két qua khong tranh dugc suy ra tir
nhitng gia dinh, va phuong phép thuc nghiém chi 1a mot phép do xac suat xac minh két qua da biét. Chi c6
phép 1i luan dién dich mai co thé 1a cong cu ma cac triét gia yéu thich, va vi thé that 13 ty nhién khi nguoi Hi
Lap chudng phuong phap nay hon khi nghién ctru hinh hoc.

Mot 16i giai thich khac vé bi 4n Hi Lap ndm trong 1ong yéu thich cai dep ctia nguoi Hi Lap, nhu da
thé hién hung hén trong nén nghé thuat, thi ca, diéu khic, va kién tric cua ho. Sy tran trong cai dep 1a mot
kinh nghiém tri thirc ciing nhu tinh cam, va tir quan diém nay, tinh tht ty, nhat quan, day du va xac dinh
dugc tim thiy trong 15i 1i luan dién dich da 1am ho hai long.

Moéi 16i giai thich khac 1a nam trong vai trd cua giai cép nd 1€ trong x4 hoi Hi Lap thoi cd dai. Giai
cép co dac quyén séng trén sy phuc vu clia téng 16p nd 1€, tur viée diéu hanh cong cudc kinh doanh, san xuét
ctia chu nhan cho dén viéc cham soc nha cira bang lao dong gian don va chan tay. Khuynh huéng boc 16t nay
d3 vo tinh tach roi Iy thuyét v6i thuc hanh, khién nhimg ngudi dic quyén vo tinh khinh bi cac hoat dong thuc
té va thuc nghiém tay chan, va quay ra ua thich sy dién dich va trtru tuong.

Cubi cung 10i giai thich co thé dén tir nhitng d6i thay manh mé vé chinh tri va kinh té xay ra trong
thoi ki 6. Thoi dai D6 Sat da dén, chir viét d dugc phat minh, tién dong da duoc duc, va nhing phat hién
vé dia li da duge thuc hién. Thé gidi dang san sang cho mot nén van minh méi, va nén van minh nay dang
hinh thanh trong nhoém ngudi c6 tu tudng cap tién va sang tao trong cac thanh phd budn ban moc 1én tap nap
doc b bién Tiéu A va sau d6 trén ndi dia Hi lap, o Sicily va bo bién nudce Y. Nhirng thanh phé budn ban nay
phan 16n 1a nhiing khu x4y dung cta thuong nhan Hi Lap. Trong khong khi phat trién ctia chti nghia duy i,
con nguoi bat dau hoi tai sao ciing nhu thé nao. Gid day nhitng tién trinh thyc nghiém di hoan toan du cho
cau hoi thé ndo, nhitng chwa du dé tra 16i dugc tai sao, va nhitng nd luc sir dung phuwong phép dién dich chi
1a dé xac quyét nhu cau khan cap do.

Nhung du bét cr 161 gidi thich nao vé bi an Hi lap, ta ciing phai cong nhén 14 ho da l4i hinh hoc di
theo mdt hudng hoan toan khac trudc gém nhitng qui tic thyc nghiém clia tién nhan. Hon nira, sy kién la
nhing ¥ tuong dién dich dau tién xuat phat tir 1anh vuc hinh hoc chir khong phai tir dai sb da khai truong mot
truyén thng trong toan hoc con duy tri mai dén tan thoi gian gan day.

Nhung khong vi thé ta ¢6 thé nghi ring ngudi Hi lap tranh xa moi phuong phap thi nghiém hay thyc
nghiém so khéi, bai vi it khi nao, néu mudn néi 1a khong bao gid, cd6 mot phat hién toan hoc co y nghia nao
ma khong bt dau bang nhing thi nghiém so khoi theo cach nay hay cach khac. Trudc khi mot phat biéu toan
hoc nao c6 thé dugc chimg minh hodc phan ching minh bang dién dich, dau tién né phai dugc e doan, va
mot tc doan khoéng cd gi khac hon 12 mot mot du dodn sinh ra tir truc gidc, quan sat, twong tu hod, thuc
nghiém héa hodc mot dang thitc nao d6 co tinh kinh nghiém. Su dién dich 1a mot dang thurc trinh bay c6 tinh
hinh thirc va ddy tinh thuyét phuc, nhung kho 1ong 1a mot phwong tién giup kham pha, phat minh. Kham pha

la mot tap hop nhiing co ché phuc tap can dit kién dé 1am viéc va dir kién thi thuong duoc cung cép qua
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nhiing quan sat thyc nghiém.

Ngay ca nhitng budc 1i luan dién dich ciing khong ty dén qua chinh co ché dién dich ma c6 khi dén
bang su may mo, phép thir dung sai, kinh nghiém va dy doan sic sao. That ra, ky ning dy doan chinh xac
cling 12 mot trong nhimg nhan t6 chinh yéu 1am nén mot nha toan hoc ¢ tim cd. Pidu quan trong & déy la
ngudi Hi lap nhan manh rang nhimg phat kién toan hoc dy doan hodc tim duoc qua thuc nghiém phai di tiép
bang phép chimg minh minh dién dich nghiém nhat ma khong mét luong du 16n lao ciia thuc nghiém c6 thé
thay thé dugc.

Dé thanh cong trong hinh hoc, dui 1a mot nha séng tao hodc don gian 1a ngudi giai toan, ta ciing phai
sdn sang thi nghiém, v& hinh va kiém tra nhiéu truong hop, thir huéng nay, thir hudng no. Galileo (1564 -
1642), da cb géng tinh dién tich gidi han boi mot duong cycloid sinh bdi mdt duong tron khi lan trén mot
duong thing. Sau nhiing suy tur bang vat li qua khai niém trong tim, 6ng ta cho rang, va diéu nay sai, dién
tich d6 gan bang nhung khong bang dung ba lan dién tich ciia hinh tron.

Viéc chimg minh dién tich d6 that ra bing dang ba lan dién tich hinh tron

I S

dd duoc cong bd 1an dau tién vao ndm 1644 boi hoc tro cua ong, Torricelli (1608-1647), biang cach dung

phuong phap tich phan.

Blaise Pascal (1623 - 1662), khi con 1a mot thiéu nién, di phat hién téng sé goc trong mot tam giac

bang mot goc bet nhd thi nghiém xép hinh tam giac bang gidy.
Archimedes(287? - 212 B.C), trong chuyén luan Phuwong Phap cua ong, di ké 6ng di lam thé ndo, bing
phuong phap co hoc, tim ra dugc cong thie thé tich khéi cau 1a 4nr3/3, trong d6 r 14 ban kinh khéi cau.
Nhung lwong tri toan hoc ctia dng khong cho phép ong cong nhan két qua nay 1a mot ching minh, va sau d6
ong da tim cach chiing minh cong thirc mét cach nghi€ém chinh.

Bing cach xiy dung mot khdi nén tron xoay, d6 ddy khdi véi cat ba lan, roi 14y sé cat dy d6 vao khoi
try tron xoay c6 cung chidu cao va ban kinh d4y véi khdi non, ta co thé dy doan rang thé tich khdi nén bang
mdt phan ba tich sé chiéu cao va dién tich day.

Nguoi ta khong nén danh gia thip phuong phap thuc nghiém va nhimg 16i tiép can dang nay, vi
khong nghi ngd gi nita nhiéu két qua hinh hoc di dwogc phat hién boi phuong phap nay. L& di nhién, mot khi
mot du doan hinh hoc dd duogc thiét 1ap, nguoi ta phai, theo gwong Archimedes, dung 1i luan dién dich dé

chirng minh né ding hodc no sai, va nhu thé moi 1a cach giai quyét rot rdo van dé€. Nhiéu trc doan hinh hoc
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da duoc loai b chi sau khi mét hinh duwoc vé ky ludng hodc sau khi xét mot truong hop dac biét.

Mot cach mau md giup tim ra nhitng du dodn hinh hoc 1a st dung phuong phap tuong tu, mac du
phai cong nhan rang nhiéu dy doan theo cach 4y cudi cing ciing sai. Mot sé lwong dang kinh ngac cta hinh
hoc khong gian ciing di duoc du kién qua su twong tir hoa cac két qua da biét trong hinh hoc phang.

C6 mot nguyén tic su pham duya trén mot dinh luét ndi tiéng trong sinh hoc dudi dang "su phat sinh
ca thé tom luoc su phat sinh loai", trc n6i mot cach don gian la : "ca thé 1ap lai sy phat trién ctia ca nhom".
Nguyén tac su pham la, it nhét vé dai thé, mot sinh vién nén duge day mdt moén hoc nao do6 theo dung trinh
ty ma moén hoc 4y da phat trién qua thoi gian. Liy hinh hoc 1am vi dy, ching han. Chung ta di biét rang theo
lich sur, hinh hoc phat trién theo ba giai doan - dau tién 1a hinh hoc tiém thuec, sau d6 hinh hoc thuc nghiém
va cubi cing 14 hinh hoc chimg minh. Nguyén tic su pham tuyén bd rang loai hinh hoc dau tién nén day cho
tré nho 1a hinh hoc tiém thirc, chic chin 1 qua nhiing hinh v& nghé thuat don gian va viéc quan sat thé giéi
tu nhién. Trong giai doan ndy, cac hoc sinh nho tudi s& vo tinh nhan ra dugc nhidu khai nién co ban cua hinh
hoc nhu khoang cach, goc, tam gidc, tir giac, tinh vudng goc, song song, dudng thing, dudng tron, hinh cau,
hinh tru, hinh non. . . Rdi dan dan nhiing can ban tiém thirc nay s€ tién hoa thanh loai hinh hoc thuc nghiém,
trong d6 hoc sinh s& tim duoc nhitng dit kién hinh hoc bang cac phwong phap thuc nghiém véi cong cu thude
ké, compa, thude do d9. . . dung kéo cit dan cac mé hinh don gian nhu trong thu cong. Roi tiép theo, khi hoc
sinh d du chin mui vé& nhan thirc, hinh hoc chimg minh méi duoc dua vao, va nhiing diéu tién loi hay bat
cap ctia phuong phap tiép can di biét trude day s& duogc chi ra.

Diém yéu nhit trong chuong trinh hinh hoc ctia ching ta hién nay hinh nhu 13 & giai doan hai, giai
doan thuc nghiém hinh hoc. Qua it thoi gian danh cho giai doan nay. Pang li ra phai danh cho hoc sinh nhiéu
thoi gian hon dé chiing ndm bat duoc sau sic nhimg khai nién hinh hoc co ban. O day ching ciing nhan ra
duogc su quan trong ciia phuong phép qui nap so khdi trong toan hoc, dong thoi duge chi ra nhimg bat cap
ctia n6 néu khong duge chimg minh mot cach nghiém tic bang phuong phap dién dich. Diéu cac thiy gido
can khi day loai hinh hoc ctia giai doan nay 1a mot tip hop nhiitng thi nghiém hinh hoc don gian str dung cac
mo hinh d& lam va ré tién. Chéc chin két qua 1a sy hiing thi toan hoc ciia hoc sinh s& dugc khoi day, va do 1a
mot dén bu xtmg dang cho cong lao dau tu clia cac nha gd dau tré trong hudng di méi mé va day sang tao

nay.
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4. Pinh 1i 16n dau tién

Mot trong nhitng dinh 1i hdp dan, va chic chin 1a quan trong va hitu dung nhét cua hinh hoc so cip
chinh 14 dinh 1i Pitago, noi rang : "Trong mdt tam gidc vudng binh phuong canh huyén bang tong binh
phuong hai canh goc vudng". Néu c6 dinh li ndo ximg déang dugc phong taing MOT THOI KHAC TRONG
DAI CUA TOAN HOQC thi dinh li Pitago chinh 14 tmg vién s6 mét, vi dinh 1i nay chic chan 1a dinh 1i 16n dau
tién trong toan hoc. Nhung khi chung ta di truy tim ngudn gbc ciia dinh 1i, ching ta vp phai mot qua trinh
khong miy gi chic chin. Mic du giai thoai cho rang dinh 1i nay 14 cta Pythagoras, mot nghién ciru ki ludng
cac chit hinh ném trong ban dt sét khai quéat dugc & Mesopotamia dd phat giac rang chinh nhimng nguoi
Babylone ¢4 khoang mét ngan nam trudc thoi dai Pythagoras da biét dén dinh li nay. Dinh 1i nay ciing da
dugc ngudi An va Trung Hoa thoi ¢d biét dén, tré nhét ciing 1a cing thoi véi Pythagoras. Tuy nhién khong
¢6 chimg minh dinh 1i ndo dugc dwa ra, do d6 co thé Pythagoras hay mot thanh vién nao d6 trong hoi kin
lung danh nay 13 ngudi dau tién di chimg minh duoc dinh 1.

Chung ta hiy dimng lai mét chut dé noi vé Pythagoras va hoi kin nay cua 6ng. Pythagoras 1a ngudi
thir hai duoc chi dich danh trong lich st TOAN hoc. Nhin ki qua man suwong bi an cua quéa khtr, chung ta
biét rang Pythagoras sinh vao khoang 572 B.C trén dao Aegean, Samos, khong xa Miletus, qué huong cua
Thales. Nhé hon Thales nim muoi tudi va séng khong xa 6ng, c6 thé Pythagoras da hoc toan véi ong. Ciing
nhu Thales, 6ng chic di dén Ai Cap cu trit mot thoi gian, va sau d6 ¢ thé du lich dén nhiéu noi khac, c6 thé
dén tan An d¢. Tro vé nha sau hai nim lang bat, 6ng chiing
kién Samos bj théng tri duodi ach doc tai cua Polycrates va
phan 16n Tonia dudi d6 h ciia nguoi Ba tu, va vi thé 6ng di
cu dén hai cang Crotona ciia Hi Lap & tan phia nam nudc
Y. Tai day 6ng thanh 1ap truong Pythagorean nbi tiéng, bé
ngoai 1a hoc vién nghién ctu triét 1i, toan hoc va khoa hoc
tu nhién, bén trong 1a mot héi kin huynh dé voi nhiing nghi
18 va noi quy than bi. Dan dan quyén lyc chinh tri va cac
khuynh huéng quy toc cua hoi di tré nén 16n manh dén ndi
cac thé lyc dan chii ciia mién nam nu6c Y da dap pha
truong hoc va cac huynh dé phai ly tan khap noi. Theo sir
li¢u, Pythagoras chay dén Metapontum va mét tai d6, co thé
bi ké thu sat hai, lac d6 6ng khoang 75 hay 80 tudi. Cac
= huynh dé, mic du ttr tan, van tiép tuc ton tai it nhat hai thé
MYOArOPAS | kynia.

Triét 1i cua Pythagoras, thoang thoang ngudn goc

An, dua trén gia dinh rang nhiing s6 nguyén 13 tic nhan tao ra nhitng chét luong khac nhau cia ngudi va vat
chat; noi tom lai, sé nguyén thong tri thé giéi vé chat ciing nhu vé lwong. Khai niém thang hoa vai tro cia sb

nguyén da dan dén viéc nghién ctru nd6 mot cach sau xa; bdi vi biet dau, nho vi€c vén man bi mat tim ra
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nhiing tinh chat thdm thuy cta s6 nguyén, con ngudi co thé, dén mot mic nao d6, hudng dao hodc chuyén

d61 van ménh cua minh.

Ry E <=
i o g

Va vi hinh hoc ¢6 1ién hé véi con sd, nén hinh hoc cling dugc nghién ctru mot cach nghiém tic. Do
16i day ctia Pythagoras chu yéu 1a truyén miéng, va theo luat kin ctia hoi moi khdm pha toan hoc déu phai
vinh danh ngudi sang lap Pythagoras, do d6 khong thé biét dugc ai chinh 14 téc gia dich thyuc ciia dinh 1i nay.

Tré lai THOI KHAC TRONG PAI dang ban dén, ta ty hoi khong biét né di dugc chimg minh nhu
thé nao. Co rat nhidu e doan vé van dé nay va phan 16n déu cho rang cach ching minh c6 thé dira vao cach

cat xén nhu sau:

Goi a, b, ¢ 1an luot 1a hai canh va canh huyén cua tam giac vuong va xét hai hinh vuéng co6 canh 1a a + b nhu

hinh duéi. Hinh vudng thir nhit duoc chia thanh sau miéng gdm hai hinh vuéng va bdn tam giac vudng déu
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bang v&i tam giac ban dau. Hinh vudng thtr hai dugc chia thanh nim miéng gém bdn tam gidc vudng cing

bang véi tam giac ban dau va mot hinh vudéng canh bang canh huyén c. Béng cach loai bo tir hai hinh vudng

b a a b

bl ©

cl.

C

b a h a

bdn tam giac vudng bang nhau, ta s@ dién tich hinh vudng c6 canh bang canh huyén thi biang tong dién
tich hai hinh vudng c6 canh la canh goc vudng, tiic ¢* = a* + b’,

Pé ching minh miéng chinh giira ctia hinh thr hai 13 hinh vudng canh c, ta phai dwa vao tinh chat
téng ba goc ciia tam giac vudng thi bang hai goc vuéng. Nhung tinh chat nay dbi v6i bat ctr tam giac nao
ciing da dugc cho 1a ciia Pythagoras. Vi phép chimg minh tinh chat nay doi hoi phai biét cac tinh chét vé tinh
song song, nhitng thanh vién cua hoi Pythagoras ciing duoc vinh danh vé két qua hinh hoc nay.

C6 18 khong co dinh 1i hinh hoc nao nhén dugc nhiéu cach chimg minh hon dinh li Pythagoras.
Trong quyén sach cta ong, tac gia E. S. Loomis da thu thap va phéan
loai hon 370 cach chimg minh dinh li ni tiéng nay.

Phép ching minh thuong dung cach phan tich hai hinh
thanh tong hay hiéu cac hinh c6 dién tich bang nhau timg d6i mot.

Cach ma ta da dung trén day la phan tich theo hiéu.
Hinh bén 1a mot 16i chimg minh theo tdng do Perigal tim ra

nam 1873 ma khong biét 1a Qorra da biét hon mot ngan nam trude.

Con cach sip xép nhu hinh duéi dé ching minh dinh 1i 1a
cua Leonardo da Vinci (1425-1519). Hai da giac gidi han boi céac
canh xanh va cac canh tring thi c6 dién tich bang nhau vi bang 2 lan
dién tich céc tir giac bang nhau. Néu loai khoi hai hinh nay hai tam giac bang nhau c6 kich thudc a, b, ¢ thi ta

dugc cac hinh con lai ciing twong duong, tirc: a> + b* = ¢*.
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Céch ching minh dep dé ctua dinh i nay
dugc Euclid trinh bay trong Dinh 1i 47 Quyén I cia

bd Elements dua vao hinh v& bén dudi. Tom tét

nhu sau:

AC? = 2855 = 2Scap = SapkL

Chtng minh tuong tu: BC* = Sgexy.

Do d6 : AC* + BC® = Sxpkr + Spexe
= AB? (dpcm)
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Nha toan hoc A rap Bhaskara da chung minh dinh i Pythagoras theo cich chung ta da hoc ¢ hinh hoc so cép.

Str dung ti s6 dong dang ctia cac cip tam giac nhu hinh bén (trén), ta c6:
c/b=b/mvac/a=a/n
Suy ra : am = b’ va cn = a’

Cong lai ta dugc: a® + b> = ¢(m + n) = ¢*

Céch chimg minh nay da duogc nha toan hoc
John Wallis (1616-1703) phat hién lai.

James Abram Garfield (1831-1881), tong
thong thir hai mwoi ciia My, khi con 14 nghi si, dd tim
dugc mot cach chimg minh dinh li nay nhu trong
hinh bén (giita). Cho dién tich hinh thang bang tong
dién tich cac tam giac vudng, ta duoc :

(a+b). (a+b)2=ab/2 +ab/2 +c*/2
<=> a’+2ab+b*=2ab+c’
<=> a2 + b2 — C2

Nhu nhidu dinh i  16n khac, dinh i
Pythagoras c6 phin mé rong cua nd, chang han:

(1) Trong mdt tam gidc vudng, dién tich mot hinh
dung 1én canh huyén bang tong dién tich hai hinh
dong dang v&i n6 dung lan luot trén hai canh goc
vuong.

(2) Trong mot tam giac binh phuong mot canh ddi
dién véi goc ti (nhon) bang tong binh phuong hai
canh kia cong ( trir) voi hai lan tich cia mot canh voi
hinh chiéu cta canh kia 1én canh d6 (2 hinh bén duéi
cung)

AB?=BC?+ CA” + 2.BC. DC (C tu)

AB?=BC”+ CA” - 2.BC. DC (C nhon)

Pay that ra 1a dinh li ham sb cosin trong tam giac
ABC, trong cé hai truong hop ta déu co:

AB’=BC’ + CA’ - 2.BC.CAcosC

(3) C6 1& sy mé rong dang chu y nhit 1a cua Pappus

thanh Alexandria (300 A.D) trong thoi ¢d Hi Lap 6

trang dau cua Quyén IV bd Tuyén T4p Toan cia ng, nhu sau:
Goi ABC la tam gidc bat ki va CADE, CBFG la cdc hinh binh hanh dung trén canh CA, CB va bén ngodi

tam gidc. DE va FG cdt nhau tai H, ké AL va BM song song va bang HC. Thé thi dién tich hinh binh hanh
ABML bang tong dién tich cac hinh binh hanh CADE va CBFG.
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Chtng minh khong co gi 1a khé khén:

Scape = Scaun= SPQLA

ScerG = Sceva = SQMBP

Cong lai, ta dugc dpem. L

(4) Mot hudéng mé rong cia dinh 1i Pythagoras la tu v
mat phang dén khong gian. Hinh tam giac vuong trong

mat phang xem ra tuong Gng mot hinh chdp tam giac

OABC ma ba mit tai O déu vudng (hinh dudi). Trong D F
hinh chép nhu thé ta co:

(Soas)’ + (Sosc)” + (Soca)’ = (Sasc)’

(thuong dugc goi dudi tén dinh li Gua)

Trong khéng khi cang ngay ngay cang nhon nhip cac
cudc tham hiém khong gian, cac nha khoa hoc cang to
ra buc xtc dén viéc nhin tin dén cac sinh vat ngoai
trai dat sy hién dién cta loai ngudi chung ta. Ngudi ta c
nghi ngay dén mot kién triic khong 16 tidu biéu khién :

cac tri khon ngoai trai dat c6 thé hiéu duoc dé dang c6 :

su hién dién ctia mot tri khon khac trén hanh tinh Trai :

Pit.. Kién triic duge wu &i nhat chinh 12 mé hinh cua :

dinh 1i Pythagoras xdy dung trén sa mac Sahara hay :

ddng co nude Nga. @ ———————— B
Nam 1971, nudc Nicaragua phat hanh mot loat tem i

vinh danh "mudi dinh 1i toan hoc quan trong nhat" cta L
nhan loai. Mdi tem mo ta mot dinh 1i v&i méot hinh vé& A
di kém va in trén mit sau mot giai thich ngén gon bang tiéng Tay Ban Nha tim quan trong cua dinh li. Mot
trong nhitng con tem 4y biéu thi dinh li Pythagoras "a”> + b> = ¢*". Cac nha khoa hoc va toan hoc hin da rat
d6i hanh dién khi thay nhiing cong thirc nay nhan dwgc mot vinh du 16n lao nhu thé. Didu nay khong cé gi
phai ngac nhién vi chic chan nhimng cong thirc dy di dong gdp cho sy phat trién cia nhén loai nhidu hon

cOng trang cua cac vi tuéng hay cac vi vua da tung dugc chon in trén tem.
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5. Lao dén khiing hoang dau tién

Nhirng s6 nguyén chung ta 1am quen tir thud nién thiéu dugc goi la nhitng sé ty nhién hodc nguyén
dwong: 1,2, 3, . .. Nhiing s6 nay 1a nhitng khai niém triru twong hinh thanh tir qué trinh dém tap hop cac vt
thé hitu han. V& sau khi nhu cau cudc séng phat trién, doi hoi, ngoai viéc dém, chung ta con phai do luong
nhiing dai lugng khac nhau nhu d6 dai, trong lugng, va thoi gian. Dé thoa man nhimg nhu cau do ludng nay,
phan s6 dugc tao ra, boi vi it khi, léy vi du d6 dai chéng han, mgt kich thudc nao d6 dung chinh xac bé’lng boi
s6 cua don vi do dai duge chon trude. Dbi voi vai dai lugng, nhu nhiét do thép chéng han, sb zero va s
nguyén am va phan sd 4m to ra tién loi. Hé thong s6 clia chung ta dan dan duoc mé rong. Nhung, néu ching
ta dinh nghia sb hitu ti 1a thuong ctia hai s6 nguyén, p/q voi q khéac 0, thi tap hop cac s6 hitu ti, vi ching chira
ludn ca tp hop cac sé nguyén, da du ding cho moi muc dich do ludng thuc tién cia ching ta.

Gio day nhitng sé hitu ti co duge biéu dién hinh hoc nhu sau: Liy 2 diém phan biét O va I trén
dudng thang, T & bén phai cua O, va chon d6 dai OI 1a don vi d6 dai. Néu chung ta chon O 13 diém biéu dién
s6 0, 11 diém biéu dién sb 1, thé thi nhitng s6 nguyén duong va 4m c6 thé biéu dién bang nhitng diém lan

Iuot & bén phai va trai cua O va cach nhau bﬁng don vi do dai.

S hitu ti c6 mau 1a q c6 thé duoc biéu dién bing nhimng diém chia cac doan co d6 dai la don vi ra
thanh q phin bang nhau. Nhu thé v6i mdi s6 hiru ti, ta c6 mot diém biéu dién duy nhit trén truc sb. Ddi véi
cac nha toan hoc thoi cd, ciing nhu da s chung ta ngay thoi nay, that 1 hién nhién khi cho ring moi diém
trén duong th:flng da dugc tan dung dé biéu thi moi sb hitu ti.

Pung 12 mot ctr sbc tri tué khi biét rang con nhiéu diém trén dudng thang chua dung dén, tham chi
nhirng diém chua dung t6i con " nhiéu " hon s6 diém di dugc dung dé biéu dién sb hitu ti. Phat hién nay chic
chan 1a mot trong nhimg thanh tyu vi dai nhat cua Hi Lap C6 Dai, va xay ra trong khoang thé ki thir nim
hodc thtr sdu B.C trong hdi kin huynh dé Pythagoras. MOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN HOC
da diém.

Cu thé cac hoi vién Pythagoras da phat hién rang khong c6 sb hitu ti nao tuong tng véi P trén truc sb
ma OP béng dd dai duong chéo cua hinh vuéng canh béng don vi. V& sau, nhiéu diém trén truc sé duge tim
ra, ciing khong twong tmg véi s6 hiru ti ndo. Nhitng s6 méi phai duoc tao ra dé tuong tng v6i nhimng diém
nhu thé, va vi chiing khéng phai 1a sb

hitu ti nén duoc goi 1a nhiing so6 vo ti.

Theo Pythagoras, d¢ dai

duong chéo hinh vuéng canh don vi

14+/2 , do d6 dé chiimg minh diém P

noi trén khong phai la so hitu ti, tirc 1a chimg minh no6 1a s6 vo ti. PE chung minh, trude hét nhan xét rang véi
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s6 nguyén duong s, s” 1a chan khi va chi khi s chin. By gio gia sir ﬁ 14 s hiru ti tirc \/E = p/q trong do
p, va q la nguyén t6 cing nhau (tirc khong cé wéc sé chung khacl)
Thé thi: p= q\/E <=>p’=2q" (¥)
Nhu vay p” 1a s6 nguyén chan, suy ra p 1a s chan. Tirc p = 2r, va (*) thanh:

4r* =2q° <=> 21 = ¢
Tir d6 ¢ 1a s6 chin, va do d6 q ciing 1a s6 chin. Nhung diéu nay 1a vo 1i vi nhu thé p va q khong nguyén t6
cung nhau nhu da gia st. Vay \/5 khong thé 1a s hiru ti, tirc 13 s6 vo ti.

Céch chirg minh nay d dugc Aristotle (384-322 B.C.) cong b. Theo Plato (427-347 B.C.), sau khi
s6 /2 da dugc chimg minh 14 s v6 ti, Theodorus (425 B.C.) di chimg t6 v/3, v/5, V6, +/7,/8, 110,

\/ﬁ, x/ﬁ,\/g,\/ﬁ, x/ﬁ, \/ﬁ cling la s6 vO ti.

Su phat hién s6 vo ti da khuéy dong mot niém tin dyva vao truc giac cua Hi Lap C6. Cho hai doan, tu
duy théng thuong mach bao rang phai c6 mot doan thi ba, c6 thé rét, rat nho, dung lam don vi sao cho ca hai
d6 dai cho truéc déu bang mot sé nguyén lan don vi dy. Ngay ca ban than ching ta, néu khong duoc day
trudc, cling da nghi nhu vay. Hay léy hai doan c6 d6 dai s va d 1an luot 12 do dai canh va dudng chéo hinh

vudng. By gio néu t6n tai mot doan thir ba t 6 thé dung dé do s va d theo cac sé do nguyén, thé thi : s = qt
va d = pt, trong d0 p, q 1a cac sb nguyén duong. Nhung d = s+/2 , suy ra : pt = qt\/E. Dodop= q\/a hay

ﬁ = p/q, mdt sb hitu ti. Nhu thé 1a vo 1i, do d6, trai voi truc gidc thong thuong, ton tai nhitng doan thang

v6 u6c, d6 1a nhimg doan thing khong c6 don vi do ludng chung.
Ta trinh bay cach chimg minh khac, bing

hinh hoc, la \/5 1a s6 vo ti, ba"mg cach chira réng canh
va duong chéo mot hinh vudng 1a nhitng doan vo udc.
Gia sir ching hitu udc, thé thi ton tai doan AP (xem
hinh) sao cho canh AB va dudng chéo AC déu hitu
udc déi véi AP, tire do dai AB va AC 1a boi s cua do
dai AP. Trén AC ldy diém B, sao cho CB; = AB va v&
B,C; vudng goc voi CA. D& dang ching minh ring
C;B = C;B, = AB=. Thé thi AC, = AB - AB, va AB,
déu hitu ude v6i AP. Nhung AC, va AB, la canh va

duong chéo mot hinh vudng c6 kich thudc nhé hon

phan ntra cta hinh vudng ban dau. Lap lai tién trinh
nay nhiéu lan lién tiép ta cudi cting duoc mot hinh vudng cé dudng chéo AC, va canh AB, hitu uwéc v6i AP
ma AC, < AP. Piéu nay v 1i va dinh li dugc chirng minh.

Chu 14 16i chimg minh v/2 khéng 14 sé hitu ti goi 1a 16i phép phan ching . Nha toan hoc Anh G.
H. Hardy (1877-1947) da vi 16i chimg minh nay nhu 13 thé "co thi" trong nghé thuat danh cd, trong d6 cd thu

hi sinh mot quan co dé duge mot thé ap dao dbi véi dbi phuong.

www.hoctoancapba.com.vn Page 21



Thoi Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

Thoi ¢6 ngudi Hi Lap con cham tran véi sé vo ti khi tim cach dung mot ngii giac déu . Trude day ho
da dung duogc tam giac déu, tir giac déu va sau d6 dung luc giac déu khong may kho khan. Nhung dung ngii

gidc déu 1a mot viéc khac. Mudn dung duoc, ta phai dung duoc mot gbc bang 36° hay 72° 1a gbc & tdm

truong canh cua ngii gidc déu ndi tiép trong dudng tron.

Néu xét tam giac cin OAB
c6 goc day la 72° thi goc dinh sé 1a
36°. Goi AC la phan giac goc A, ta
c6: OC = AC = AB va hai tam giac
OAB va ABC dong dang. Liy OA =
1 va dat AB =x, ta co:

AB/BC = OA/AB (¥*)
<=x/(1-x)=1/x

<=>x’+x-1=0
<:>x=(\/§ - 1)/2.
Cach dung do dai nay 1a

didu d& dang, nhu dugc chi ra trong

hinh trén v6i OA = 1, OM = 1/2 thi

AM = \/5/2 va: AB=AN=AM-MN = (\/g - 1)/2 =x . Suy ra dé dang cic budc dung tiép theo ciia ngii
giac déu.

(*) ¢6 thé viét lai 1a CO/CB = OB/CO: diém C nhu thé dugc goi 1a diém chia doan OB theo ti 18
vang va do dai x = (+/5 - 1)/2 hay sb nghich dao ciia no 1a (v/5 +1)/2=1,618 . . . duoc goi 1 ti s6 vang, va
ti s6 nay hinh nhu xuét hién moi noi trong tu
nhién.

Chuing ta s€ ban dén sy xuét hién cua
ti 6 nay trong tur nhién trong bai 15. O day ta
chi nhén xét mdt khuynh huéng tdm 1i cho
thdy ring phan déng chung ta déu nhin hinh
chir nhat ma chiéu dai va chiéu rong co6 ti 1€

vang 14 hinh chit nhat bat mét nhat. Hinh chi

Cac hinh chir nhit theo
ty 1€ vang

nhét nay dugc goi 1a hinh chit nhat vang. Ti

1¢ vang va hinh chir nhat vang da duoc kién

trac va d6 gébm Hi Lap wa chudng, ciing nhu
trong diéu khéc, hoi hoa, thiét ké noi thét . . .
Su khac biét nén tang giita s6 hitu ti va vo ti duoc biu hién sinh dong dudi dang thap phan cua

chung. Ta chimg minh dwgc d& dang moi sé hiru ti déu dwoc biéu dién bang khai trién thap phan hodc hiru
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han nhu 7/4 = 1,75 hodac béng mot khai trién vo han trong d6 c6 chira mot nhéom chir sb lap lai tuan hoan,

nhu 47/22 = 2,1363636 . . . Nhom chit sb lap lai tudn hoan vo han la 36, va sé do duoc ki hiéu: 2, 136.
Nguoc lai moi khai trién c6 tinh chét trén chinh 1a mot sb hitu ti. Nhu vay mot $6 ¢0 khai trién thap phan vo
han khong tudn hoan 13 mét sé v6 ti, nhu s: 0,101001000100001. . . (cac chit s6 0 ting dan 18n theo sau la
chit s6 1 hay 0,123456789101112 . . . (cac chit s6 1a nhitng sb nguyén duong lién tiép) 1a nhitng s6 vo ti.

Ta ¢6 thé tim duogc s hitu ti ma khai trién cua né 1a mét sb thap phan v6 han tuan hoan cho trudc
bang mot thuat toan don gian cua cdp 2. Vi du voi khai trién 3,4251251251 . . . 1a s6 hitu ti 3,4 +
0,0251251251 ... bat x =0,0251251 . ..

Suy ra: 10000x =251,251251 ... hay 1000x =251 + 10x hay 9990 x = 251

<=>x=251/9990
Do d6: 3,4251251251 ...=3,4 +251/9990 = 34217/9990

Trong nim 1967, nhitng nha toan hoc Anh, ding may tinh, di tim duoc khai trién thap phan cua \/5
dén 100.000 chit sd. Trong 1971, Jacques Dutka cta Pai hoc Columbia, sau 47,5 gi¢ tinh bﬁng may, da tim
dén 1.000.082 chir s6 khai trién, chtra d&én 200 trang gidy in, mdi trang chira dén 5000 chit s6. Ngay nay cong
viéc budn té nay thuong duge xem 14 bude chay thir cho ndng may mdi lan mot may tinh cyc manh méi ra
10, va s6 cac chir sd thap phan da dén ca trim triéu 1a diéu binh thuong.

Ban c6 thé két thiic bai nay bang cach chimg minh céc tinh chit sau:

(1) Giira 2 s6 hitu ti phan biét c¢6 vo sb s6 hitu ti.

(2) Giira 2 s6 hitu ti phan biét c6 vo sb s6 vo ti.

(3) Giira 2 s6 vo ti phan biét c¢6 vo sb s6 hitu ti.

(4) Gitra 2 s0 vo ti phan biét c6 v6 s0 sO VO ti.
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8. Kinh Thanh cia Toan Hoc

Sau khi Pai Dé Alexander bang ha nam 323 B.C, toan bd dé quéc Macedonia dugc phan thanh ba
phan, va phan dat chira Ai cap dit dudi quyén cai tri ciia vi tuéng tai ning ciia Alexander 1 Ptolemy Soter,
khong lau sau da 1én ngdi vua ctia mién dat nay. Ptolemy chon Alexandria, chi cach cira song Nile mot vai
dam, lam thu d6, va vao khoang nam 300 B.C. , 6ng m¢ cua truong Pai Hoc Alexandria lrng danh. Trong )
nhitng hoc gia uyén bac co mit trong ban giang huén 1a nha toan hoc Euclid, chic chén ciing da timg theo

hoc tai Hoc Vién Platonic & Athens.

Mot trong nhitng nhiém vu quan trong vé TOAN hoc cua
Euclid khi day tai Alexandria la bién soan by Elements (Cac Yéu
76) limg danh thién c6 cua éng. Bo sach dang né va do sd nay
gdm 13 quyén, 12 bd sach toan dugc viét theo phuwong phap tién dé
déu tién truyén tung dén ching ta. N6 duoc xem 1a mot dau 4n
16n lao trong lich sir phat trién toan hoc, ma tam anh hudng cua
n6 dén cac cong trinh khac vé sau khong thé noéi hét duoc .

Céc Yéu T6 cua Buclid chic chdn 1a MOT THOI KHAC
TRONG DPAI CUA TOAN HQC. B sach tong hop qua day du
cac cong trinh trude day dén ndi khong ai con nhé dén nhiing
thanh qua co trudc va ching ta chi biét dén chung qua cac 16i cha
giai clia cAc tac gia vé sau nay. Tir khi bo sach ra doi, Cdc Yéu To

da nhan dugc bao nhiéu la 161 tan tung. Trir Thanh Kinh, khéng c6

trudc tac nao da dugce st dung, hoc tap, hodc bién tap lai rong rai

F
W
== -J"liill\‘.-.'

dén nhu vay trong hon hai ngan nim théng tri moi gido trinh

aa i Theraurd

giang day hinh hoc. Hon 1000 lan xut ban tir khi né xudt hién lan |-~ S0 R0 0L el

dau nim 1482. Noi dung va phuong phap cta né di tao mot cu hich 16n lao cho su phat trién ndi dung ciing
nhu nén tang ludn li cta toan hoc. Proclus, mot nha toan hoc séng vao thé ky thir nim, da 1am sang to cho
chung ta y nghia cta tir Yéu TS. Cdc Yéu To trong nghién ctru ching minh 1a cac dinh li nén tang duoc ding
nhiéu trong mén hoc; giup chimg minh hau hét cac dinh li khac. Chirc ning cua chung co thé so sanh véi
bang chit cai d6i v6i ngdn ngir; that ra chit cai trong tiéng Hi Lap ciing duoc goi 1a Cde Yéu To. Viéc chon ra
dinh li nao 12 yéu t6 ctia mon hoc doi hoi mot sy phan xét khéo 1éo tinh té cua tac gia.

Khong phai vi di c6 nhitng nd lyc truée Euclid ma ta xem thuong cong trinh ryc r& ctia 6ng. Theo
Proclus, Cdc Yéu Té di dugce bién soan dau tién boi Hippocrates & thanh Cios vao gitta thé ky thir 5 B.C. Sau
d6 dén Leon, gitra thoi Plato va Eudoxus, dong gép thém nhiéu dinh 1i hiru dung so v6i Hippocrates. B sach
giao khoa dung tai Hoc Vién Platonic duogc téng hop bdi Theudias, dugc coi nhu 1a mot tuyén tap dang né
ctia Cdc Yéu Té. Cong trinh ciia Theudias hién nhién 1a tién phong so véi trudc tac ctia Euclid, chic chin ong
da tham khao bo sach nay vi ngudi ta cho rang 6ng di ting hoc tai Hoc Vién Platonic mot thoi gian. Euclid

cling quen thudc v4i cong trinh ciia Theudias va Eudoxus, nhung khong vi thé ma tac pham cua ong bt di
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gid tri. Mic du tic pham nay 1a tip hop nhing bién soan ciia nhitng nguoi di trudc, nhung gia tri chi yéu cua
b0 sach ndm & sy viée tuyén chon khéo 1éo va sép xép hop li va sdc séo cac kién thirc theo mot chudi logic
ctia sy phat trién tir mot nhom nho cac tién dé ban dau. Ciing khong vi dudi anh sang phé phan cua cac b oc
toan hoc hién dai cho théy bd sach da boc 16 nhitng khiém diém & cdu trac hé théng, ma gié tri cua bd sach bi
giam sit di. Khong thé nao, vao mot thoi xa xua va phoi thai cia khoa hoc, c¢6 thé tao ra mot hé thong toan

hoc hoan hao, khéng ti vét.

Hoc tai Pai Hoc Alexandria that 1a tuyét

Hién nay nguyén ban cia bo Elements ¢ thoi ong khong con ton tai. T4t ca nhitng 4n pham hién dai
ctia Cdc Yéu Té déu dya vao bd hiéu dinh ctia Theon ¢ Alexandria, mot nha phé binh Hi Lap séng khoéng
700 nam sau thoi dai cia Euclid. Chi khi bit du thé ky thir 19 ngudi ta méi phat hién mot ban sao ¢b hon.
Niam 1808, khi Napoleon ra 1énh chuyén tit ca nhitng ban thao qui tir cac thu vién Y vé Phap, F. Peyrard tim
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thiy, trong thu vién toa thanh Vatican, mot ban sao tir thé ky thir 10 cta tic pham Cdc Yéu To cia Euclid.

Nghién ctru ban nay cho théy chi ¢o6 su khac biét nho nhé so v&i bo sach hiéu dinh cua Theon. Ban
dich ra Latin Cdc Yéu Té khong phai tir tiéng Hi Lap ma tir tiéng A Rap. Vao thé ki thir tam mot sd ban thao
vung Byzantine Hi Lap dugc A rap chuyén ngit; va vao ndm 1120, Adelard, mot hoc gid Anh da dich ra
Latin tir ban thao nay. Nhiing ban dich khac tir A rap ra Latin 1a do Gherardo (1114-1187), va 150 niam sau
Adelard, 12 ban dich ctia Johannes Campanus. An pham in dau tién ciia b sach 1a vao nim 1482 in tai
Venise duya trén ban dich cia Campanus. B sach qui hiém nay duoc dong that dep va 1a quyén sach TOAN
déu tién duoc in ra. Ban dich ra Latin tir tiéng Hi Lap do Commandino thyc hién ndm 1572. Ban nay la can
ban cho cac ban dich vé sau, bao gdm tic pham quan trong ctia Simson, tir d6 nhiéu tac phdm khac da tham
khao.

Nha toan hoc Phap, Legendre (1752-1833), ndi tiéng trong lich st chii yéu nhd cong trinh vé ly
thuyét s6, ham elliptic, phwong phap binh phuong cuc tiéu, va tich phén, ciing quan tim dén van dé su pham.
Trong tac phdm rat phd théng Cdc Yéu Té Hinh Hoc, dng di cai tién tinh su pham ciia bd Cde Yéu T6 cia
Euclid bang cach sip xép lai va don gian nhiéu dinh li Euclid. Cong trinh nay rit dwoc ua chudng tai My va
tré thanh ngudn tham khao cho cac sach gido khoa hinh hoc tai d6. Ban dich ra tiéng Anh cta cudn Cdc Yéu
T6 Hinh Hoc dugc thyc hién nam 1819
boi John Farrar ctia Pai Hoc Harvard. Ba
nam sau, mdt ban dich khac duogc nha van
Thomas Carlyle thuc hién. Ong da timg 1a
thay gido day toan trudc khi tro thanh nha

-

van.

Trong ban hi¢u dinh cta Theo, bd
Elements gom 13 quyén, va chira tit ca
465 dinh li. Trai v6i 4n tugng ban dau,
ngoai hinh hoc, con dé cap dén 1y thuyét
s6 co ban va dai s6 Hi lap.

Quyén I bit dau voi nhimg dinh

nghia va giai thich can thiét, tién d&, dinh d&. Mic du cac nha toan hoc ngay nay coi thuat ngir tién d& va dinh

dé 1a mot, mot

s6 nha toan hoc Hi lap, trong d6 c6 Euclid, thi phan biét hai thuat nglr nay, nhu sau: tién dé 1a mot gia dinh
d4u tién hién nhién dbi véi moi nganh nghién ciru, trong khi dinh d& 1a mot gia dinh dau tién lién hé dén
nganh dic biét nao d6 dang xét. Nhiing dinh 1i ciia Quyén I 13 nhitng dinh 1i quen thudc cua diéu kién bing
nhau cua tam giac, dudng thing song song va cac da giac. Dinh 1i 47 va 48, hai dinh 1i cudi cing cta quyén,
la dinh li Pythagoras thuén va déo. biéu nay lam ta nh¢ lai mot cau chuyén cua triét gia Anh, Thomas

Hobbes (1588-1679). Mot ngay, mé Cdc Yéu To cua Euclid, tinh ¢ doc phai dinh li Pythagoras, Hobbes thot
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1én: "Troi dat, didu nay khong thé duoc," va 1di tiép tuc doc cac cach chimg minh trong Quyén I, di nguoc
trg 1én dén cac tién dé va dinh d¢, ong moi bat dau bi thuyét phuc.

Quyén II, mot quyén mong chi c6 14 dinh 1i, lién hé dén cac hé thic lwong cua truong phai
Pythagoras. Chung ta di ban dén, trong bai 4, v& dinh 1i 12 va 13 cta quyén nay 1a sy tong quat hoa
Pythagoras thanh dinh 1i ham s6 cosin.

Quyén III, gdm 39 dinh li, chita nhimg dinh 1i quen thudc vé dudng tron, day cung, cat tuyén, tiép
tuyén va sb do cac goc noi tiép, goc trong va ngoai ma bat cir hoc sinh trung hoc nao ciing hoc qua. Quyén
IV, v6i chi 16 dinh 1i, dé cap dén cac phép dung, bang thudc va compa, cac loai da gidc déu ndi tiép trong
duong tron cho trudc.

Quyén V, nhu d ban dén & bai trude, dé cap dén 1y thuyét caa Eudoxus vé ti 16. Quyén nay dugc coi
12 mot trong nhitng kiét tic cia vin chuong toan hoc. Trong bai trude, chung ta di timg ké dén chuyén, nho
doc quyén ndy ma nha toan hoc Bolzano da thoat khoi con bénh tat khi du lich & Prague. Quyén VI, mot
trong nhitng quyén phong phti nhit ciia by Cac Yéu T4, ap dung 1y thuyét Eudoxus vao viéc nghién ciru cac
hinh déng dang.

Quyén VII, VIII va IX, chira tong cong 102 dinh 1i, dé cap dén 1y thuyét sé co ban. Quyén VII bét
dau voi thudt todn ma ngay nay ching ta dat tén 1a thuat toan Euclidean, tim uéc sé chung 16n nhat cia hai
hay nhiéu s6 nguyén. Chung ta ciing tim gip cac Iy thuyét trude dy cua Pythagoras vé ti 16. Quyén VIII ban
vé ti s6, ti 1& va cap s6 nhan. Quyén IX chira nhidu dinh li c¢6 ¥ nghia vé 1y thuyét s6. Pinh li 14 trong quyén
nay tuong duong véi dinh li nén tang sé hoc nhu sau : Moi sé nguyén 16n hon 1 ¢6 thé phan tich thanh tich
céc thira s6 nguyén t6 va cach phan tich nay 1a duy nhat. Trong dinh 1i 20, ta bit gip cach chimg minh dep d&
réng sb cac sb nguyén t6 1a vo han. Pinh 1i 35 cung cép mot cach giai hinh hoc cua téng céc sb hang cua mot
cap s6 nhan, va dinh li cudi cing ciia quyén nay, dinh 1i 36, thiét 1ap mot cong thirc cho ta nhing sb hoan
toan (Perfect number).

Quyén X 1a quyén sach kho doc nhit, ban vé s6 vo ti d6 1a nhitng d6 dai vo woc véi nhitng do dai
cho trudc. Ba quyén cudi cing dé cap dén hinh hoc khong gian, gdm nhiing kién thirc ta quen thudc ¢ thoi
trung hoc, khong c6 cac cong thirc vé& hinh ciu. Trong bai sau, ching ta s& biét rang cac kién thuc vé hinh
cdu 12 do Archimedes phat hién thém vé sau nay.

Ciing con c6 nhiing ban thao Hi lap thoi ¢ khac, ngoai bd Elements, duoc truyén lai cho hau thé
chung ta. Ching han nhiing cong trinh siu sic ctia Archimedes, tac pham Thiét Dién Conic ctia Apollonius,
Almagest ciia Ptolemy, Metrica ctia Heron, S6 Hoc cua Diophantus, Tuyén Tap Toan Hoc ctia Pappus, va
con nhiéu nira. . . Néu chi muén tim trong s nhiing tac phdm iy mot img vién duy nhat dé vinh danh thi Céac
Yéu Té cua Euclid 1a tac phim duy nhit ximg dang 1a MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC.

Chung ta s& khép lai bai nay bang cach liét ké vai tién dé va dinh dé Euclid:

Tién dé hoic nhirng Khai Niém Chung
1. Nhitng vét ciing bang v6i mot vat khac thi bang nhau.
2. Néu nhitng vat bang nhau cong thém vao hai vt bang nhau thi bang nhau.

3. Néu nhitng vat bang nhau l4y ra tir hai vat bang nhau thi bang nhau.
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4. Nhitng vat ma chong khit nhau thi bang nhau.
5. Toan thé thi 16n hon thanh phan.

Pinh dé
7 i I. - II.
1. Qua hai diém cho trudc c6 thé dyn duge mot duon ~
» Qua hai diém cho ¢ cO thé du OC MQ g e e—
thang. -

2. Mot duong thing c6 thé kéo dai lién tuc vé ca hai

. mr. .~ Iv.
phia. / .
|' /\'| X

3. C6 thé dyng dugc mot dudng tron c6 tim 13 diém ._
cho va qua mét diém khéc cho trudc . N —EI:l—

4. Moi goc vudng déu bang nhau.

5. Néu mot duong thang xac dinh voi hai dudng thang
khac hai goc trong cliing phia ¢ tong nho hon hai goc vudng thi

chung s€ cat nhau tai mdt diém nam v¢ phia hai goc ay.

Cén nhén xét rang cach dung trinh bay trong ba dinh dé
d4u duogc gioi han chi dung compa va thude khong chia don vi . V'
b6 1a li do tai sao hai cong cu nay thuong dugc goi 1a cong cu o
Euclidean, va phép dung véi hai cong cu trén ma thoi dugce goi
la phép dung Euclidean. Euclid thuong dung phép dung dé Céc dinh dé Euclid
chung minh su ton tai ciia mot thuc thé nao do vira duge dinh nghia. Vi du khi dinh nghia dudng phan giac
ctia mot goc 1a dudng qua dinh goc va chia goc Ay thanh hai goc bang nhau, khong c6 gi bao dam 1a duong
phan giac dy ton tai. Dé chirng minh né ton tai, don gian nhat 1a chi ra cach dung né. Cac dinh 1i ton tai trong
toan hoc rat quan trong, va cach dyng mot thuc thé 1a cach thoa min nhat dé chimg minh thyc thé ay ton tai.

Trong thyc té ton tai nhitng thyuc thé ma phép dung chung vuot qua cong cu Euclidean, va nhiing nd
lyc dé tim ra nhitng cach dung ma gid ddy ta biét la khong thé dung dugc chi bang thudc va compa di cho ra
doi mot lugng kién thirc dang ké cua hinh hoc.

Chung ta ciing biét ring dinh d& thir 5 cua Euclid, sau nay vao thé ki thir 19, da tao cam hing dua
dén mot sang tao co tam quan trong cuc ki vé mat phat trién toan hoc. Cassius J. Keyser da cho rﬁng dinh dé

nay 1a mot phat biéu tuy ngin gon va gian di nhung lai 1a phat biéu nbi tiéng nhat trong lich st khoa hoc.
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9. Nha tu twéng va vién twéng

Howard Eves

That déng kinh ngac khi c¢6 nhiéu thanh tyu toan hoc c¢6 ngudn gdc tir Hi lap cach day hai ngan nam.

"Noi mién d4t d6 co nhitng ngudi khong 16", theo nhu cach néi ctia nha hinh hoc Julian Lowell Coolidge ctia

Harvard. Khong con nghi ngd gi nita ngudi vi dai nhét trong cac ngudi khong 16 1a Archimedes cua thanh

phd Syracuse, nha toan hoc kiét xuat. Trong bai ndy ta sé thdy, bang nhiing phuong tién rat han ché,

Archimedes da tim ra dién tich ciia nhitng tam gidc cong va thé tich vai mat tron xoay, mé dudng cho phép

tinh vi tich phan ma mai nhi€u ndm sau mdi tién hoa va hoan thi¢n qua cac cong trinh ctia Kepler, Cavalieri,

Fermat, Wallis, Barrow, Leibnitz, va Newton.

Archimedes, mot cu dén cua thanh phd Syracuse, Hi lap trén ddo
Sicily, sinh vao khoang nam 287 B.C va chét trong tran tAn cong cua quan
La M3 nam 212. B.C. vao thanh phd. Ong 1a con mét nha thién vin duoc
vua Hieron ciia Syracuse sing 4i. Ong c6 thé di séng vai nam tai Pai Hoc
Alexandria & Ai Cép vi 6ng thudng nhic dén tén ba ngudi ban 1a Conon,
Dositheus va Eratosthenes, déu 1a thanh vién cta Pai Hoc. Nhiéu cong
trinh toan hoc cua ong da duoc trao ddi qua thu tir v6i ba nguoi ké nghiép
day nang lyc nay cia Euclid.

Nhiéu cau chuyén day mau sic vé Archimedes di duoc céc sir gia
La Ma thuat lai. Chang han chuyén 6ng ché tao nhimng ¢d may gitip phong
tha thanh Syracuse trong hai ndm bi vay ham boi quan La Ma dudi su chi
huy cua tudéng Marcellus. D6 14 nhitng méay ban da c6 thé diéu chinh tam

ban, va di chuyén dugc trén bé phong co banh xe dén vi tri tuy v trén

tuong thanh va bin nhing tang d4 ning né vé phia nhiing chién thuyén dich dang dén gan. D6 1a nhiing can

céu voi hé thdng rong roc phirc tap c6 thé méc vao thuyén dich va nhic bong ching 1én khoi mit nude, dap

v& chiing ra timg manh. D6 1a nhitng manh guong thity tinh khong 16 ding anh sang mat troi hoi tu dé dét

tir y trén cang xuong bién.

chay nhimng canh budm cia quin xam
lugc. Va cau phat biéu ddy tinh khoa
truong cua Ong: "Hay cho t61i mot
diém tua, toi s& nhac bong qua dat" co
thé tin dugc khi ngudi ta di timg
ching kién canh ong ngdi thoai mai
trén bii bién, mot tay quay cin nhe
nhang va hé théng rong roc phic hop

chuyén dong tir tir kéo chién thuyén

Nhu nhitng nha toan hoc 16n khac, Archimedes c6 strc tap trung tri tué rit cao, va khong chii y gi dén

ngoai canh vay quanh. Cau chuyén ndi tiéng nhat 1a viéc ong suy nghi dé tim ra 101 giai bai toan do ctia nha
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vua Hieron nho 6ng tim xem ngudi thg kim hoan ¢6 gian 1an (pha dong vao vang ) khi lam chiéc vuong mién
bang vang, véi diéu kién 1a ong khong dugc lam
méo moé gi dén vat qui nay. Va 10i giai da chép
loé trong tri khi 6ng dang tam trong nha tim cong
cong, ong vui mimg dén ndi dimg bat day, lao ra
dudng, quén ca mic quan 4o, va la toang lén:
"Eureka, euraka." (T6i da tim ra, da tim ra). Cai

ma 6ng tim ra la dinh luat vé siic day mang tén

A

ong.

Archimedes d3 tim ra nhiéu dinh 1i hinh hoc bang nhitng hinh v& trén 16p tro cua 16 sudi hodc trén

16p ddu mong dung dé béi sau khi tam. Thuyc té 1a

‘ theo cac sur gia La M2 6ng da ra di khi dang mai mé
| 1am toan véi hinh v€ trén sa ban, trong khi quan xam
Ivgc d3 choc thing hang phong vé cua thanh
Syracuse. Khi thdy bong mot tén linh La Mi xong
vao, che mat hinh v& ciia minh, 6ng di la 16n, bao

han tranh ra va nhan mdt ngon gido két licu doi minh.

Muoi cong trinh cia Archimedes dugc
truyén lai cho hau thé chung ta, va mot vai trudc
tac da that lac. Nhiing tic phdm con luu truyén
déu 1 nhiing tuyét tac ciia luan thuyét toan hoc,
duoc viét mot cach stc tich, hoan hao, doc déo,
thé hién ky ning tinh toan va chimg minh nghiém
nhiat. C6 18 dong gop quan trong nhit cua toan hoc
trong nhiing cong trinh nay 1a y tuong khoi mao
cho phép tinh vi tich phan dén gan 2000 nim sau BRATH R ARCe{EoEk:

m&i né hoa két trai. Chung ta s& ban k¥ vé thanh tyu nay.

Mot vai trang ban thao ctua Archimedes cho thiy phuong phap 6ng van dung twong tu nhu qua trinh
tinh tich phan thyc sy. L4y hai trong nhing ban thao nay lam minh hoc. Thir nhat 1a ban théo: Vé hinh cau va
hinh try, va thr hai 1 ban thao moi phat hién gan day c6 tén 1a Phuong Phdp Ludn. Ban thao dau chia tong
cong 60 dinh i, trong d6 xuét hién lan dau tién cong thirc tinh dién tich mit cau, doi cau mot day va thé tich
khéi cau va khdi doi cau mot day. Két qua vé dién tich va thé tich hinh ciu 1a hé qua cua dinh 1i 33 va 34:

Hinh tru c6 ddy bang véi dwong tron Ion ciia mét cdu va chiéu cao bang dwong kinh mdt cau thi cé di¢n
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tich toan phén bang 3/2 di¢n tich mdt cau va cé thé tich bang 3/2 thé tich khéi cau. Tt két qua nay ta suy
ra duogc cong thuc quen thudc: S = 47’ va V = 4nr’/3 cua dién tich S va V cua hinh can ban kinh r.

D6 1a mot chudi li luan gdm nhimg budc sip xép khéo 1éo din dén nhimng két qua nhudm mau tich
phan, trong d6 thay vi phuong phap tryc tiép hién dai tinh té sir dung ldy gidi han, ta bit gap mot phuwong
phap gian tiép va hoi ning né, nhung ciing hiéu qua, goi 1a phuong phip vét can Eudoxious, qua do
Archimedes di tim duoc cong thire dién tich va thé tich hinh ciu. Nhung ta khong trinh bay phép ching
minh niy, ma thay vao d6 chung ta trinh bay chi tiét ban thao da dwoc Archimedes ghi lai trong cudn
Phirong Phép Ludn, trong d6 ong ké 1am thé nao ong da tim ra cong thirc do.

Cudn Phwrong Phap Lugn 1a mdt ban thao bi that lac rat 1au, chi dugc biét dén do nguoi doi sau nhéc
lai, cho dén khi nha toan sir ngudi Duc nbi tiéng Heiberg tim ra mot ban sao chép cia quyén gdc vao nim
1906. Ban sao chép viét trén gidy palimpsest - d6 12 mot loai gidy ma sau khi tay rita muc in ngudi ta c6 thé
dung lai. Tuy nhién sau mot thoi gian dai 16p chit dau tién cta ban thao Phirong Phdp Ludn lai tai xuét hién
duéi 16p chit méi. Ban viét nay 1a birc thu ciia Archimedes géi cho cho Eratosthenes & Pai Hoc Alexandria,
béo tin ong tim ra cong thirc dién tich va thé tich hinh cau 1a bang phuong phap can bang. Mubn thé 6ng cat
hinh cau ra thanh v6 sb 1at nho bang nhirg mit phang song song, rdi treo no tai mot dau cua don bay sao cho
n6 can bang véi mot khdi ma trong tim da duoc biét r5. Hiy minh hoa ¥ tudng nay trong bai toan tinh thé
tich cia Archimedes.

Goi r 12 ban kinh hinh cau. Pat hinh cau véi duong kinh nam ngang theo truc hoanh, véi cuc bic N
niam & gdc. Dung hinh tru va hinh non bang cach quay hinh chit nhat NABS kich thuéc 2r x r va tam giac
NCS vudng can quanh truc hoanh. Bay gio cit ra tir ba khdi nhitng 1at mong thang dimg cach N mot khoang

x va c6 do day 1a Ax. Thé tich cla cac miéng nay xap xi bang:

tir khéi cau : mx(2r - X)Ax
tir khoi tru : nir*Ax

4 As 2
tir khoi nén : Tx“Ax
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Mang nhirg miéng cét ra tir hinh cau va hinh noén rdi treo n6 véi tim & diém T, trong d6 TN = 2r. Momen
ctia hai khdi nay d6i véi N la:

[nx(2r - X)AX + TX°AX]2r = 4nr’Ax
tirc bang 4 1an momen cuia miéng cat ra tir hinh tru khi miéng d6 & nguyén vi tri. Cong mét sé 16n cac miéng
nay va&i nhau, ta duoc:

2r[thé tich khdi cau + thé tich khdi non] = 4r[thé tich khéi try]
<=>  21[thé tich khéi cau + 8nr’/3] = 8nr’
<=>  thé tich khéi cau = 4nr’/3

Pay 1a cach ma Archimedes kham phé cong thirc thé tich khdi cau. Nhung luong tim TOAN hoc
khéng cho phép ong nhan phuong phap nay 1a cach chimmg minh dung dén, va vi thé sau d6 6ng da dung
phuong phap vét can dé chimg minh.

Trong phuong phép can bang ndy ta nhin thiy mot ¥ tuong phi nhiéu khi xem mot dai lugng 13 tong
v6 han ctia nhiing thanh phan vi té. Vi ngon ngir hién dai ctia gioi han, phuong phép nay chinh 13 y tuéng
nén ting cta phép tinh tich phan. Véi quan diém nay, cong trinh cia Archimedes xtng dang dugc goi la
MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC.

Archimedes qué thich tht véi cong trinh Vé hinh cau va hinh tru dén ndi 6ng bay to udc nguyén sau
khi chét nguoi ta s& khéc trén bia md ong phu diéu hinh cau ndi tiép
trong hinh try. Tuéng Marcellus, dé to long tran trong mot bac anh tai,
sau khi chinh phuc Syracuse, dd chon cat ong trong thé va cho xay
dung mo bia diing nhu sé nguyén cua éng. Nhiéu niam sau, khi Cicero,
giit chirc thué quan cho chinh quyén La M3, dén Syracuse cong tac,
khong ai con nhé dén dia diém cia ngdi mo. Sau nhidu ngay truy tim,
6ng da tim dugc mo bia ndm lin 16c trong dam co ram. Ong cho dung

lai va stra sang md phan. Nhung roi trai qua nam thang, ngdi mo ciling

bi lang quén, va véi su phét trién cua thanh phd, né da biét vo am tin.
Tuy nhién, vao nam 1965, trong khi dao méng cho céng trinh
xay dung mot khach san méi & Syracuse, can ciu mang 1én mdt tdm bia cd trén d6 c6 khic mdt hinh tru

ngoai tiép mot hinh cau. Va mot 1an nira, mog bia ctia ngudi Syracuse ki€t xuat nhat da duogc tim thay lai.

Huy Chuong Toan Hoc Fields

khac chan dung Archimedes
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10. Cu hich cia thién van hoc

Su khoi thity mon lugng gidc thi mo hd. Vao thoi gian trude nén van minh Hi lap, trong cac ban thao
bang gidy d6 ¢ ving Rhind (khoang 1650 B.C) c6 chira nhimg bai toan lién quan dén cotang cia mot goc nhi
dién tao boi mat bén va day cia mot hinh chop déu. Ngoai ra ciing c6 nhimng ban dat sét hinh ném goi 14 ban
Plimpton 322 (1900 dén 1600 B.C.) ¢6 chira mot bang tinh 1/cosin cia mudi lim goc tir 45° dén 30°. Pi sdu
vao cac nghién ctru nhitng di san toan hoc clia Mesopotamia c6 s& phat hién mot phat trién dang ké cta
luong giac hoc thyc hanh. Cac nha thién vin hoc Babylon da thu thap mot lugng dang ké nhing dit kién
quan sat, va nhiéu tu liéu nay da truyén lai cho nguoi Hi lap. Chinh tir nén thién vin so khai nay da ra doi
mén lugng giac cau.

Mot trong nhitng nha thién vian Hi lap dau tién 1a Aristarchus thanh Samos (310-230 B.C.) dugc cho
1a d3 van dung toan hoc vao thién vin va 1a nguoi du tién dua ra thuyét thai duwong hé. Khong c6 cong trinh
nao cia éng duoc luu truyén dén tay ching ta, nhung ngudi ta cho rang, trong cong trinh Vé Kich Thude va
Khodng Céach Mdt Troi Va Mt Trang, 6ng da sit dung bét dang thire sau:

sina _a _tana
sinb - b - tanb

, trong d6 0 <b <a<m/2.

Nha toan hoc-thién vin hoc cua Hi lap thoi c6 ndi tiéng tiép theo 1a Hipparchus, sinh tai Nicaea cia
Tiéu A. Mic du ong di théng bao mot quan sat xuan phan ¢ Alexandria ndm 146 B.C. , nhimng quan sat thién
vin quan trong nhit cua ong dugc thyuc hién & dai quan sat & Rhodes. Pugc ndi danh 1a ngudi quan sat chinh
x4c va ti mi, ong duoc vinh danh voi nhiéu thanh tuu nhu xac dinh dugc tuan tring trung binh chi sai 1 gidy
so v6i do luong hién dai, tinh toan dugc chinh xac d6 nghiéng cia quy dao trai dat va xac dinh duoc can
diém cua mat trang, va da liét ké dén 850 dinh tinh.

Ong ciing khuyén céo viéc sir dung vi d6 va kinh d6 dé xac dinh vi tri trén mat dia cdu. Va c6 thé
ong 1a ngudi dau tién chia dudng tron ra 1am 360°. Mic du sy hiéu biét cua chung ta vé nhimng cong trinh nay
chi 1a qua cic tai liéu trung gian - vi khong c6 tac pham nao ctia Hipparchus con luu truyén lai - chung ta co
thé nghi rang Hipparchus da nim vitng vé luong giac cdu co ban.

Mot lién hé truc tiép hon va rat quan trong dén luong giac cua Hipparchus 1a qua 10 trich din cua
Theon thanh Alexandria thé ki thir 4 giéi thiéu mot by 12 quyén cua Hipparchus vé cach 1ap ra bang luong
gidc. Bang ndy dd mat tich nhung mot quyén tiép theo do Claudius Ptolemy (85 - 165) duogc cho 1a bién tip
tor Hipparchus con luu lai. Bdang lwong giac Ptolemy cho d0 dai cac day cung truong goc ¢ tdm cia mot
dudng tron cho trudce tir 1/2 d6 dén 180 d6, cach nhau timg nira d6 mot. Ban kinh dudng tron duoc chia
thanh 60 phan bing nhau va chiéu dai cia diy cung dugc tinh theo cic phan nho nay theo hé luc thap phan.
Néu dung ki hiéu crdo. dé chi d6 dai cua ddy cung truong goc a, ta tim thiy trong bang do6 sb liéu sau:

crd 36°= 37" 4' 55"
c6 nghia 1a d6 dai day cung cua goc & tim 36° bang 37/60 (hodc 37 phan nho) ban kinh, cong thém 4/60 cua

mot phan nho, va thém 55/360 cia mot phan nho nay.
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Theo hinh bén, bang d6 dai day cung nay twong duong voi bang tinh sin lwong giac, vi:

AB  crd 2a

sina = = =
0OA  dg. kinh 2r

Do d6 bang cua Ptolemy thuc té 1a cho ta gia trj cia sin
nhitng goc tir 0° dén 90°, cach nhau 1/4 do.

C6 tai liéu cho rang Hipparchus di dung bang ctia ng va
hién nhién biét vai cong thirc hién gid dwoc dung dé giai cac tam
gi4c cau.

Ngai Theo ciing dé cap dén mot cong trinh 6 quyén vé day

cung duong tron do Menelaus ctia Alexandria soan ra (khoang 100),

nhung trude tac ndy ciing that truyén.Tuy nhién con cong trinh ba quyén ciia Menulaus c6 tén 13 Sphaerica,
con luu lai bang tién A rap. Tac pham nay cho ta thiy duoc sy phat trién ctia mén luong gidc cua nguoi Hi
lap.

Su kién c6 qua nhiéu cong trinh thién van Hi lap so khai di bién méat nguyén nhén 14 do tac pham
ctia Ptolemy qué xuat sic da khién ching bi lu mo va chim vao quén lang. D6 1a quyén Tuyén Tdp TOAN
Hoc, viét vao khoang 150 A,D, mot cong trinh thién van dﬁy du, suc tich va dep de. bé phén biét tac phém
nay véi cac cong trinh tim thuong khién tén hon, cac nha toan sir thém vao tén tac phim tir magisse (vi dai
nhit). V& sau, nhitng nha phién dich A rap con thém tiép dau ngit al, va vi thé tic phim nay c6 tén
Almagest. Bo sach gdbm 13 quyén va trong quyén I, ngoai nhing dit liéu thién vin co ban, con ¢ bang sb do
dai day cung dd néi ¢ trén, va phan giai thich cach lap
bang sd tir mot cong thirc ndi tiéng mang tén 6ng, dinh 1i
Ptolemy: Trong mét tir gidc néi tidp dwoe, tich hai
dwong chéo bing tong tich hai cdp canh doi.

Chéc chin lugng giac hoc thue hanh s& khong tién
bo nhidu néu khéng co bang sb luong giac. Cach 1ap bang
luong giac mot cach day du va co hé thong do d6 danh
dau MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC.
Cong viée tiép theo trong bai nay 1a theo ddi phuong phap
ma Ptolemy dung dé 1ap ra bang sin néi trén. Dé tién, ta

dung phan sé dé dién dat do dai thay vi ding hé luc thap

phén nhu Ptolemy da dung. Va ta trinh bay tung budc tinh
mot nhu sau:
1. Ta d4 biét cach ching minh dinh 1i Ptolemy trong mét tir giac noi tiép ABCD:
AC. BD = AB.CD + AD. BC.
Tiép theo ta thiét lap ba hé qua :
2. Hé qua 1: Néu a va b 14 hai ddy cung cia duong tron ban kinh don vi, thé thi :
s = (a/2)(4 - b)) + (b/2)(4 - a})"?
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trong d6 s 1a d6 dai cua day cung cia tong hai cung.
CM: Ap dung dinh 1i Ptolemy cho hinh bén (trén) trong d6
AC 1a duong kinh, BC =ava CD =b.
3.Hé qua 2: Néuavab,a>b,lahai diy cung cia duong
tron ban kinh don vi , thé thi :

d= (a/2)(4 - b»)"* - (b/2)(4 - aH)"*
trong d6 d 1a do dai ctia day cung cuda hiéu hai cung.
CM: Ap dung dinh 1i Ptolemy cho hinh bén (dudi) v6i AB la
duong kinh, BD =ava BC=b.
4. Hé qua 3: Néu t 1a d6 dai day cung nho cta dudng tron ban
kinh don vi, thé thi:

h=[2-@-t)""
CM: Ap dung dinh li Ptolemy cho tir giac ctia hinh bén dudi
v6i AC la duong kinh, BD =t va BD vudng goc véi AC. Ta
duoc :

2t =2h(4 - h?)"?
Binh phuong hai vé va thu gon, ta dugc :

h*-4n’ +t£=0

Giai phuong trinh nay, va liy nghiém nho vi h 1a do dai day

cung nho, ta duoc :

W=2 -(4-1)"2

5. Xét tam giac can AOB vai goc dinh AOB = 36°. Ké phan giac AC cua goc A. Hai tam giac AOB va BAC
ddng dang cho ta:
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AB/CB = OB/AB
bat AB=xvachoOB=1,taco:
x/(1-x)=1/x<=x*+x-1=0
<=>x=(~/5 - 1)/2=0, 6180 (liy 4 chit s6 thap phan). Dy chinh 13 ti 6 vang ta dd gip & bai 5.
Vay trong duong tron ban kinh 1, ta co:
crd 36° = 0,6180.
6. Vi trong duong tron don vi, crd 60° = 1, dung hé qua 2, ta duogc:
crd 24° = crd(60° - 36°) = 0, 4158
7. Ap dung hé qua 3, ta c6 thé tinh d6 dai day cung cua 12°, 6°, 3°, 90", va 45', duoc :
crd 90'=0,0262, crd 45' = 0.0131.
8. Theo bét déng thc :

sina a .
<— vbib<a<90°

sinb
ma ta da trinh bay ¢ dAu bai, d3 dugc Aristarchus biét dén, cho ta :

crd 60'/crd45' < 60/45 = 4/3
hay crd 1° < (4/3)(0,0131) =0, 01747.
Ciing thé :

crd 90'/crd 60' < 90/60 = 3/2
hay crd 1° > (3/2)(0,0262) = 0, 01747
Tir d6 suy ra gia tri gan dung dén 4 chir s6 thap phan cua crd 1°=0, 0175.
9. Dung hé qua 3, ta c6 thé tinh dugc crd 1/2°.
10. Va nhu thé ching ta c6 thé thiét 1ap bang d6 dai day cung cua dudng tron don vi timng 1/2 d6 mét.

Nhiéu cong trinh vé sau cua luong giac thuc hanh 1a 14p nhitng bang sb cang ngay camg tot hon.
Nhu nha toan hoc Hoi Gido Abul-wefa (940-998) di 1ap bang sin va tan timg 15 phiit mot. Sau d6 mot bang
sin da dugc nha toan hoc thanh Vienna la Georg von Peurbach (1423-1461) 14p va bang tan do nha toan hoc
Dic Jahan Muller (1436-1476). George Joachim Rhaeticus (1514-1576), nha thién vin toan hang dau cia thé
ki 16, b6 ra 12 ndm, mudn cac tho tinh toan, da 1ap ra hai bang tinh lwong giac ndi tiéng van con hitu dung.
Mot bang tinh gdm 10 chit sé thap phan cac gia tri cta sau ham lugng giac, cach nhau timg 10" mot, va bang
gia tri sin gdm 15 chit s6 thap phan.

Ciing can nhéc lai 1a Ban Tu Van Toan Hoc ciia My da nhét tri quyét dinh huy bo bang sb luong giac
khoi Cam Nang Toan Hoc CRC néi tiéng trong 1an tai ban thir ndm. Sy ra doi cia mdy tinh bo tai va su luu

hanh rong rdi cua né di khai ttr bang luong gidc co tudi tho hon mot ngan tudi.
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11. Nha 1y thuyét s6 vi dai du tién

Chung ta déu nhat tri ring nhitng ct hich diu tién tao ra sy phat trién 1y thuyét sé da duogc
Pythagoras va cac dé tir ciia 6ng phat khoi, vi theo triét 1y ctia ho, cac s6 nguyén s& thong tri thé giéi. Nhiéu
cong trinh ciia ho da trd thanh co sé cho cac phép bi tich s6 va boi toan. Nhu Iamblichus, mot triét gia Tan
Platon rat c6 anh huéng sdng vao khoang 320 A.D. , da cho riang Pythagoras kham pha ra cac sb thin hitu.

Hai s6 nguyén goi 14 than hiru néu s6 nay 13 tdng cac udc s6 thich dang ciia s6 kia. Nhu 284 va 220
14 hai s6 than hiru vi cac ude s6 cua 220 1a 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, va 110 (khong ké 220) c6 tong 1a
284, va cac udc sb clia 284 14 1, 2, 4, 71, va 142 ( khong ké 284) c6 tong 1a 220. Cac cip sb than hitu mang
mot hao quang huyén bi, va cac tro mé tin vé sau gan hai ngudi ndo g vao hai 14 bua mang hai con sb nay
s& co mot tinh ban bén chat giita ho. Nhitng s nhu thé dong vai trd quan trong trong ma thuét, phu thuy,
chiém tinh, va boi toan.

Sau cip sb nay, 284 va 220, khong c6 cip s than hitu méi nao duoc tim ra cho mai dén khi nha Iy
thuyét s6 Fermat nguoi Phép trong nam 1636 tuyén bd rang s6 17296 va 18416 1a cip sb than hitu khac. Hai
nam sau, René Descartes, nha toan hoc va triét gia Phap, cho cdp s6 thir ba. Nha toan hoc Thuy Si Leonard
Euler nghién ctru cach tim cé hé théng cac cdp than hitu va, nam 1747, cho mét danh sach gém 30 cap, sau
d6 mo rong dén hon 60 cap. biéu ngac nhién la ndm 1866, mot hoc sinh ngudi Y muoi sau tudi di néu cap
sO than hiru nho 13 1184 va 1210 ma céc nha toan hoc da bo sét. Ngay nay hon 1000 cip sd than hitu da duoc
tim ra.

Nhing s6 khac it nhiéu mang tinh huyén bi thuong dugc gén cho Pythagoras con phai ké 1a nhiing sd
hoan hdo, sb khiém khuyét va sb dw thiva. Goi N 1a tong cac udc sb thich dang ciia mot s6 nguyén duong.
S6 n duge goi 1a hoan hao, khiém khuyét, du thira khi N =n, N <n, N >n. Do d6 s6 6 1a hoan hao vi ¢6 wéc
1a1,2,3val+2+3=6,81as6khiémkhuyétvil +2+4<8val2laduthravil +2+3+4+6>12.

Cho dén nam 1952 chi ¢6 12 s6 hoan hao duge tim ra, tit ca déu chin, ba sé dau 13 6, 28, 496. Pinh
li cudi cting trong quyén 9 ciia by Cac Yéu T cuia Euclid chimg minh rang s6 néu 2" - 1 1a mét s6 nguyén t6
thi s6 2" (2" - 1) 1a s6 hoan hao. S6 hoan hao cho boi cong thirc Euclid 1a s6 chin va Euler da chimg minh
rang moi s6 hoan hao chin phai thudc dang nay. C6 ton tai hay khong s6 hoan hao 1¢ 1a mot bai toan ndi
tiéng chua giai duoc trong 1y thuyét sb; va ta duoc biét ring néu c6, con s6 d6 phai 1én hon 10'%.

Niam 1952, v6i su giup do ciia may tinh SWAC, thém niam s hoan hao duoc tim thdy, ing véi n =
1521, 607, 1279, 2203, va 2281 trong cong thirc ciia Euclid. Nam 1957, ding may BESK, mét sé khac duoc
tim ra mg v&i n = 3217, va trong nam 1961, vai may IBM 7090, thém hai s6 duoc phat hién véi n = 4253,
4423. Dén gio (tai thoi diém quyén sach nay duoc viét 1985) da co dén 27 s6 hoan hao dwoc tim thay.

Sé nguyén td, vién da nén tang tao thanh moi sb nguyén khac, da trai qua mdt lich st kha dai, khéi
tir nhitng ngay huy hoang ctia Hi lap c¢6 cho dén tan ngay nay. Euclid, trong dinh 1i 20 ctia Quyén IX bd Cdc
Yéu To , da chimg minh rang tap hop cac sd nguyén t6 13 vo tan. Mot tong quat hoa kha dep cua dinh 1i nay
la dinh i sau do Dirichlet (1805-1859) thiét 1ap, noi rﬁng mdi cép sb cong:a,a+d,a+2d,a+3d, ...
trong d6 a va d nguyén té ciing nhau, chira dung v6 s6 s6 nguyén td. Cach chimg minh dinh li nay khong don

gian chut nao.
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Chiéc chin két qua dang kinh ngac dbi véi s6 nguyén t6 1a dinh 1i goi 1a dinh 1i s6 nguyén t. Goi A,
1a s6 cac s6 nguyén t6 nho hon n . Pinh li nay noi rang :

A,Ln (n)/n tién dén 1 khi n ting lén vé cuc.
N6i cach khac, A, / n, goi 1a mat d cua s nguyén td, xdp xi bang 1/ Ln( n), va cang gan bang khi n cang
16n. Pinh li dugc dy doan bdi nha toan hoc Gauss (1777-1855) luc o6ng 15 tudi khi khao sat mot bang )
nguyén td, va duoc ching minh mét cach doc 1ap ndm 1896 boi nha toan hoc Phap va Bi la Hadamard va
Poussin.

Mot bang cac s6 nguyén tb 1a vo gia khi nghién ciru vé chung. Mot bang chira cac sé nguyén té dén
24000 da dugc in ndm 1659 nhu mdt phy luc ciia mot quyén sacg dai s6. Nam 1668, John Pell & Anh d3 in
bang s6 dén sb nguyén t6 nhé hon 100000. Thanh tyu 16n nhat 14 ban thao chwa in cta nha toan hoc My
Lehmer (1867-1938) dd tim ra nhimg s6 nguyén t6 16n dén 100.000.000 ma 6ng tich liy trong nhimg khi
ranh r6i trong sudt hon 20 nim.

C6 nhiéu nhitng cau hoi chua giai dugc vé s6 nguyén t6. Vi du: ¢6 phai co vo sb sé nguyén té dang

n® + 1?2 C6 phai lac nao cling c6 mot sd nguyén té gitta hai sd n” va  (n + 1)* 2 C6 vo s6 sd nguyén té Fermat

hay khéng - d6 1a s6 nguyén t6 dang 27+ 192
Trong lich st toan hoc, c6 mot nhan vat ndi bat, xing dang goi 1a thién tai du tién trong 1y thuyét s6

va mot trong cac cong trinh cia 6ng gy anh hudng dén cac

T T T

nha 1y thuyét s6 Au chau vé sau siu xa dén ndi c6 thé vinh D IOP H A NT I |

danh tac pham nay 1a MOT THOI KHAC TRONG DAI ALEXANDRINI .

CUA TOAN HQC. Ngudi d6 1a Diophantus & Alexandria, "ARITHMETICORVM
LIBRI SEX,

va tac pham duoc nhic dén 1a quyén Arithmetica (S6 Hoc) ET DE NVMERIS MVI TANGVLIS

noi tiéng cua 6ng. Méc du c6 ching cé cho thay 6ng thudc 4 WWGIBER VNVS, .
P N o VM COMMENTARIIS C.G. BACHETI V. C.
the ky thur nhat, nhung hau hét cac st gia déu cho 6ng & vao ¢ obferuationibus D P. de FERMAT Senatoris T olofani.

Acceflic Dodtrine Analyticx inucnrum nonum,colledtum
ex varijs ciufdem D, de FERM AT Epiftolis.

thé ky thir ba. Ngoai su kién 6ng thanh dat & Alexandtia,

ngudi ta khong biét nhiéu vé doi tu ctia ong.

Diophantus viét ba cong trinh toan hoc: Sé Hoc
gdém 13 quyén ma quyén 6 da lac mat. Vé Cdc Sé Pa gidc,
chi con mdt phﬁn nho duogc luu truyén, va Porisms, da that
truyén.

B0 S6 Hoc 1a bo sach vi dai va doc ddo. Qua do cho
TOLOSA,
Excudebat BERNARDVS BOSC,?R:ginneCuHcgij Socieraris Tefu,

. M. DC LX¥, //—

; oTHE;

WU e
A 1

thiy tac gia 1a mot bac ki tai trong 1anh vuc 1y thuyét dai sd.

AT
]
FUS G

LGt /s

Phan con luu truyén dé cap phép giai 130 bai toan dai sb rat

da dang, dua dén viéc giai phuong trinh béc 1, bac 2 va mot
phuong trinh bac 3 dic biét. Quyén dau tién ban vé phuong trinh mdt 4n, cac quyén khac dé cap cac phuong
trinh vo dinh 2 hay 3 4n.

Du cach gidi ctia 6ng 14 khong tong quat nhung qua d6 cho thiy ong sang tao nhimng ky niang giai

toan diéu luyén van dung cho timg bai riéng 1¢. Diophantus chi cong nhan nghiém sd 1a nhiing sé hiru ti

www.hoctoancapba.com.vn Page 38



Thoi Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

duong va thudng thuong 6ng chi tim mot nghiém mic di phuong trinh ¢ thé c6 nhiéu nghiém.

Sau day 1a mot vai vi du:

1. Baisd 17, Quyén I: Tim bdn sd ma téng ctia ba sb léy tung ba mot 1a 22, 24, 27, va 20.

2. Bai 6, Quyén III: Tim ba s sao cho téng ctia chiing 14 sé chinh phuong va tong cia bat cir cip nao ciing 1a
s6 chinh phuongs. (Diophantus tim ra 80, 320, 41).

3. Bai 7, Quyén III: Tim ba s6 hang ciia mot cp s6 cong sao cho tong ciia bit clr cip nio ciing 13 s6 chinh
phuong. (Diophantus tim ra 120.5, 840.5, 1560.5)

4. Bai 13, Quyén III: Tim ba s6 sao cho tich cta hai s6 bét ki cong v6i s thir ba 1a mot sé chinh phuong.

5. Bai 10, Quyén IV: Tim hai sé sao cho tong cua chung bang tong lap phuong ciia ching. (Diophantus tim
ra 5/7 va 8/7).

6. Bai 21, Quyén IV: Tim ba sé hang ctia mot cap sé nhan sao cho hiéu ctia bit ctr hai s6 hang nao ciing 1a
mdt s6 chinh phuong. (Diophantus tim ra 81/7, 144/7, 256/7)

7.Bail, Quyén VI: Tim ba canh mdt tam giac vuong sao cho d9 dai canh huyén trir di mdi canh goc vudng
1a mot s6 1ap phuong. (Diophantus tim ra 40-96-104).

Nhitng bai toan dai s6 vo dinh trong d6 ta chi phai tim nhiing nghiém hiru ti dwoc goi 1a bai toan
Diophantus. Tuy nhién, theo quan diém hién dai, ta chi xét phuong trinh v&i nhitng nghiém sé 12 nguyén.
That khong dung khi cho rang Diophantus 14 ngudi da nghi ra nhitng dang toan d6 nhung chinh dng méi la
nguoi thira hudng mot tai niang xuat chung dé giai cac bai toan do.

Chung t6i khép lai bai thuyét trinh nay bang cach nhic lai bai toan ndi tiéng nhat ciia Diophantus.
Bai s 8, Quyén II néi: Chia mot s6 chinh phuong thanh hai sé chinh phuong", tirc giai phuong trinh nguyén:
a’ + b® = ¢’ Bai toan nay ta da biét cach giai va co vo sd nghiém nguyén, goi la nhitng s6 Pythagoras.

Khi doc dén phan nay, Fermat viét vao 18 ciia quyén sach nhitng dong dang ngd nhu sau:

"Con phwong trinh nguyén a" + b" = ¢" véi n > 2 déu la phirong trinh vé nghiém. Téi dd nghi ra mot

cdch chitng minh tuyét voi dinh Ii ndy nhing 1é trang hep qud khéong dii ché viét ra dwge” .

Diophantus Fermat
Bai toan nay ménh danh la "dinh 1i" cudi cung cia Fermat, va viéc ong c6 chitng minh dugc né that
khéng van con 1a mot bi 4n. Sau khi 6ng mat, rat nhiéu cac nha toan hoc 16n di lao vao giai bai toan nhung
khong co ai thanh cong. Chinh ban than Fermat da chung minh dinh li khi n = 4, con Euler d3 ching minh

véin = 3. Nam 1825, Dirichlet va Legendre chirng minh dinh 1i khi n =5, va ndm 1839 Lamé ching minh
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khi n = 7. Nam 1908, nha toan hoc Buc Wolfskehl g&i 100000 mac dén Han Lam Vién Khoa Hoc trao giai
thuong cho ai ching minh duoc dinh 1i nay. Két qua 1a mot con dai hong thuy ciia nhimg bai giai dén tir du
hang ngudi mong tim chut danh tiéng va tién tai. Hon ca bai toan chia ba mot goc hay cau phuong hinh tron,
khong c6 bai todn 4m anh nhiéu nguoi va nhan dugc nhiéu bai giai sai nhu bai toan nay ctia Fermat. Cho dén
trude nam 1995, dinh 1i da dugc chimg minh dung khi n < 100000. Nguoi giang mot don “két liéu” bai toan
nay la nha toan hoc Andrews Wiles, gido su toan tai Pai hoc Princeton, sau hon 358 nam thach thirc cac bd

oc siéu viét cia nhan loai. Xem thém tai mathworld
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14. Nha thi si- toan hgc ciia Khorasan

Trong nira sau cua thé ki 11, ba nguoi tré tudi Ba Tu, thong minh va c6 nang luc, cing tung hoc véi
mot trong nhitng nguoi hién triét nhat thanh Khorasan 13 Imam Mowaffak. Ba thanh nién d6 1a - Nizam,
Hasan va Omar Khayyam - tré thanh ba ban than thiét. Thoi d6 ngudi ta tin rang cac hoc tro cuia Ngai Imam
thé nao cling thanh dat nén Hasan m{t hom dé nghi véi hai ban, ho s€ cung nhau két nghia va thé thét réng,
trong ba ngudi, néu c¢6 ngudi nao gip duoc van 16n thi s& chia déu may min cho hai nguoi kia. Nam thang
tréi qua, Nizam tro thanh ngudi gip hong phuc, khi 6ng tré thanh té tuéng dudi triéu vua Alp Arslan. Khong
b6 16 co hodi, hai nguoi ban bén tim dén va nhéc lai 101 thé xua thud con di hoc.

Hasan xin mét chirc quan va duoc nha vua dong y qua sy
gidi thiéu ciia Té tudng Nizam. Nhung 1a mot nguoi ich ki va vo
on, Hasan muu tinh hit cing Nizam nhung bit thanh, bi giang
chtrc va truc xuat. Con Omar, von khong mang dén tudc vi hodc
chire vu, chi xin phép dugc séng trong bong mat van hoi cua ngai
té tuéng, noi ong c6 thé quang ba khoa hoc va toan hoc va cau
nguyén cho ban minh 16¢ tho ddi dao. Cam kich trudc tdm chan
thanh va sy khiém cung cta ban, ngai té tuéng chu cip cho Omar

moi tai vat gitp ong thoa chi nguyén.

Sau nhiéu phen bon ba va lan dan, cudi cung Hasan tro
thanh ngudi cdm dau mot nhom cudng tin, chiém dong thanh Alamut nam 1090 trong ving ndi non phia tay
bién Caspian. Dung thanh 1am phao dai va noi xuét phét nhitng tran dot kich cac doan thuong budn qua lai.
Hasan va dong bon gieo ric kinh hoang khép thé gioi Hoi gido. Hasan duoc gan bi danh "ldo gia ving nai",
va mot trong v6 s6 nan nhan cta y 1a ngudi ban than thoi tré Nizam.

Trai ngugc voi cude doi bio t6 va hiy diét ciia Hasan, cude doi cia Omar yén tinh va xay dung. Ong
song yén binh va dong gop mot cach xting dang cho nén vin tho va khoa hoc cuia thoi dai ong.

Bai viét nay nham tuyén duong mot thanh tyu toan hoc ndi bat cua hoc gia Omar - mét thanh tgu
dang duoc goi 1a MOT THOI KHAC TRONG DPAI CUA TOAN HOQC. Trudc tién xin nhéc lai vai khai niém
nén tang.

Goi 1a phuong trinh da thirc thye mot 4n x 1a phuong trinh ¢ dang:

ax"+ax"'+.. . +a, x+a,=0
trong do n la $6 nguyén duong va ay, aj, . . ., a, 1a nhiing $6 thyc véi a, khac 0. Mot gia tri ciia x thoa man
phuong trinh dwoc goi 1 nghiém cta phwong trinh. Mot trong nhitng nhiém vu chinh yéu cua dai sb thoi cd
1a tim ra phuong phap tong quat tim nghiém cua phuong trinh, goi 1a giai phuong trinh dy. Vi thoi xua ta chi
biét dén sb thuc duong, do d6 trong khoang miy trim nim qua, giai phuong trinh chi I tim nghiém thuc
duong cua .nd, néu c6. S6 n dugc goi 1a bac cia phuong trinh Viéc giai phwong trinh bac 1 bang phuong
phap dai s6 hay hinh hoc déu khong may khé khan. Néu phuong trinh bac 1 mot an c6 nghiém duwong thi né
ludn co thé dua vé dang: ax = b, trong d6 a, b 1a nhiing ) duong. Vé dai sb, nghiém la x = b/a. V& hinh hoc,

x 14 s6 ti 16 thir tu d6i v6i ba do daia,bva 1, nghialaa:b=1:x, va x c6 thé dugc xac dinh bang thudc va
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compa trong phép dung cho bai hinh dudi (trén), trong d6 COD 1a mot goc bat ki, OA =a, OB=b, AC =1,
va CD duoc ké song song véi AB.

Diéu tha vi 1 nguoi Ai cap c¢b giai phuong trinh bac 1 bang mdt phuong phap ma sau nay ngudi Au
chau goi 13 qui tic gia st. Theo d6, dé giai phuong trinh:

x+x/7=24
Ta gia sir x = 7, thé thi x + x/7 = 8, thay vi 24.
Vi 8 nhén 3 1a 24, do d6 x phai bang 3. 7 =21.

Mac du phuong trinh bac 2 phue tap hon phuong trinh
bac 1 nhung cac nha toan hoc thdi ¢b cling giai dugc phuong
trinh nay bang phuong phap dai s6 va hinh hoc. Cach giai dai
s0 bang phuong phap phan tich binh phuong hay giai bang cong
thirc moi hoc sinh trung hoc déu di nim. Nguoi Babylon ¢
cach diy 4000 nim déu da biét ca hai phuong phap giai nay.

Ngudi Hi lap giai bang hinh hoc phuong trinh béc 2:

X’ - px + q = 0 nhu sau (hinh bén, dudi):
1. Dung nira duong tron duong kinh AB = p.
2. Dung duong thing song song va cich dudng kinh

mot khoang 14 q. Puong nay cit dudng tron tai M.

3. Ké MH vuéng goc AB thé thi nghiém cia phuong
trinh 1a d6 dai doan AH hay BH.

Phuong trinh bac 3 13 mot bai toan thr thach. Nguoi Babylon ding bang tinh cac gia tri ciia n’ + n
v&i mot sd gia tri cian dé giai mot $6 phuong trinh bac 3 dac biét.

Archimedes, trong mdt tai liéu con luu truyén, da khao sat diéu kién dé mot phuong trinh bac 3 cé
nghiém duong. Con phuwong phap giai phuong trinh bac 3 tong quat chi duge biét dén vao thé ki thir 16 do
mot mot nha toan hoc Y tim ra. Phép giai phuong trinh bac 3 bang phuong phap hinh hoc duoc tim ra sém
hon 5 thé ki, vao thé ki thir 11, bai nha thi si-toan hoc Ba tu 1a Omar Khayyam da ké trén.

Thoi ki tir khi D& qudc La ma sup dd vao giita thé ki thir 5 dén thé ki thir 11 dwoc goi 14 thoi dai Pen
Téi ctia Au chau, boi vi trong thoi gian nay nén vin minh va hoc thuat cia Au chau xudng dén mic thap
nhat. Tuy nhién luc nay lai 14 thoi ki vang son cua dé qudc A rap. Trong vong mot thap ky sau khi nha tién
tri Mohamed chay tir Mecca dén Medina vao nim 623 A.D., cac bd toc Bedouin chia ré va phan tan khép
cac ban dao A rap di tap hop lai vimng chic bang niém tin ton gido nhiét thanh dé tré thanh mot qudc gia
hing manh. Trong vong mét thé ky, cac luc lugng vii trang dudi bong ngon co vang xanh cua dao Hoi da
mo rong ving thong tri ciia ngdi sao va tring ludi liém Moslem vuon dén tan An do, qua Ba tu,
Mesopotamia, va Béc Phi sang tan Tay Ban Nha.

Diéu quan trong bac nhit cho viéc gin giit kho tang vin minh nhan loai 14 thai d6 ning nd cta ngudi
A rép khi ho thau tom sy uyén bac ciia nén van minh Hi lap va An d. Nhiéu cong trinh An Hi vé y hoc,

thién van, va toan hoc da duogc chuyén can dich sang tiéng A rdp va nho thé con dugc luu truyén, va sau nay
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cac hoc gia Au chau dich lai sang tiéng Latin va cac ngdn ngit khac. Néu khong nho cong lao to 16n cia cac
hoc gia A rap thi phan 16n cac cong trinh khoa hoc An Hy d3 vinh vién biét tim trong thoi ki tim toi Trung
C6. Ngoai cong lao vi dai giit gin tri thirc nhan loai, nguoi A rap con c6 su dong gop cua riéng minh, va doc
d4o nhit 14 cong trinh ctia Omar Khayyan lién quan dén viéc giai phuong trinh bac 3 bang phuong phap hinh
hoc.

Omar Khayyan (1044-1123) la mot thi si, nha thién van, va toan hoc Ba tu, sinh ra va hoc tap tai
thanh phd Naishapur thugc Khorasan (d6ng bac Iran ngay nay). Ong da timg dugce yéu mén va ca tung trong
thé gi¢i phuong Ty qua nhiing vang tho my 1¢ trong quyén The Rubaiyat do Edward Fitzgerald chuyén ngit.
Trong thé gioi khoa hoc, 6ng cling dugc biét dén qua coOng trinh cai tao bd lich thém chinh xac, sy luén ban
ctia ong vé tién d& song song ctia Euclid cho thiy ¥ tudng 6ng di trude ca ¥ tudng cua Saccheri, y twdong ma
sau nay dan dén hinh thanh mén hinh hoc phi Euclid, va dic biét 1a dong gop ciia ong trong nén dai s6 A rap
1a viéc tim nghiém dwong ctia moi phuong trinh bac 3 biang phwong phéap hinh hoc.

Hay minh hoa céc budc giai cia Omar Khayyan cho phuong trinh dudi day:

X +b x+a’=cx’
trong d6 a, b, ¢, x 1a cac d6 dai. Omar phat biéu bai toan nay nhu sau: "moét 1ap phuong, mot canh nao do6 va
mot s6 nao dd bﬁng mot binh phuong nao d6." No6i mot cach hinh hoc, bai toan nay dugc phat biéu nhu sau:
Cho cac @6 dai a, b, ¢, hdy dung mét doan théng X sao cho déng thirc trén thoa man. Muc tiéu la dung do
dai x bang thudc va compa cang nhiéu cang tot. Chi chi dung thudc va compa ma théi thi thuong khong giai
dugc. Tai mot vai bude dung, ta dugc phép v€ cac dudng conic hoan toan xac dinh nao do.

Phép dung co ban dugc dung nhiéu lan trong bai toan nay
1a dung doan ti 1& tht tu v6i ba doan da biét. Pay 13 bai toan ¢6 ma
nguoi Hi lap xua da biét. Gia sir u, v, w 1a ba do dai da biét, hay
dung d¢ dai x sao cho : u: v=w:x . Hinh bén, tuong tu nhu hinh
trang trudc, 1a cach dung d6 dai x bang thudc va compa do dai x

can tim.

Bay gio ta bat tay giai hinh hoc phuong trinh bac 3 ctia
Omar Khayyan néi trén: x> + b” x + a’ = cx’
Dau tién ta tim doan z sao cho b : a =a : z bang phép dung doan ti 18 thi tu da noi.
Tiép theo, lan nira, dyng doan m sao cho: b:z= a:m.
Nhu vy : m = a’/b%.
Bay gio, xem hinh dudi, dung AB = m = a’/b® va BC = c. Dyng nira duong tron dudng kinh AC. Puong
vuodng goc voi AC tai B, cét nira dudng tron tai D.
Trén BD, l4y doan BE = b va qua E ké EF song song AC.
Béng cach dung doan ti 1¢ thir 4, ta dung G trén BC sao cho ED : BE = AB : BG va v& hinh chit nhat DBGH.
Qua H v& hyperbol vudng goc co EF va ED 14 hai tiém can (tirc d6i v6i hé truc ma EF va ED 1a truc hoanh
va truc tung thi phuong trinh ctia hyperbol 14 xy = hing sb).

Hyperbol nay cat nira duong tron tai J, va qua J v& dudng song song v6i DE, cit EF tai K va BC tai L.
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Goi M la giao diém cua GH va EF. Thé thi:
1. ViJ va H trén hyperbol nén : EK. KJ = EM. MH
2. ViED :BE=AB:BG,tacé: BG. ED =BE. AB
3. Do do, tir 1 va 2: EK. KJ = EM. MH = BG. ED = BE. AB
4. Lai ¢6 : BL. L] = EK. (BE + KJ) = EK. BE + EK. KJ
=EK. BE + AB . BE (theo 3)
=BE. (EK + AB) =BE. AL
= BL’ LJ*=BE’. AL”.
5.Ma LJ* = AL. LC ( hé thic lugng trong tam giac vudng)
6. Do d6, tir 4 va 5: BE®. AL=BL". LC
<=>BE’(BL + AB) = BL”. (BC - BL)
7. bat BE = b, AB = a’/b®> va BC = ¢ vao dfmg thirc 6, ta
duoc :
b*(BL + a’/b”) =BL? (c - BL)
8. Khai trién va thu gon, ta dugc:

BL}+b%. BL+a’=c. BL?

va do d6 BL = x 1a mét nghiém ctia phuong trinh da cho. Vi hyperbol cit nira dudng tron tai hai diém L nén
phuong trinh nay c6 2 nghiém duong.

Phai cong nhan 1a phuong phap ciia Omar that tinh t& va khéo 1éo. Nhan xét rang ta co thé vé
hyperbol bang phuong phap vé timg diém mot va diém nay ciing v& bang phuong phap doan ti 16 thir tw. That
vay néu goi N 1a mot diém bat ki trén hyperbol qua H néi trén, goi P 13 hinh chiéu cia N 1én EF thi:

EM. MH = EN. NP <=>EN : EM = MH : NP,
va NP chinh 1 doan ti 1& tht tu cta ba doan da biét 1a EN, EM va MH. Béng cach nay ta co thé v& nhiéu
diém ctia hyperbol va nbi lai thi dugc dudng hyperbol lién lac. Omar con giai nhiéu dang phuong trinh bac 3
khac bang phuong phap tuong tu.

Omar Khayyan mat tai Naishapur ndm 1123. Mot dé tir ciia ong, Khwajah Nizami, ké rang thoi sinh
tién, trong nhing 1an dam dao véi thdy Omar ngoai vuon, thuong nghe thay tim sy mu6n phin mo cia minh
sau nay toa lac tai noi nao ma gi6 déng vé sé ric nhitng canh hong 14 ta roi 1én md. Vai nim sau ngay thay
mat, ngudi hoc trod cii ¢o dip qua Naishapur, lién tim dén tham thdy. Y tréng thdy ngdi md thay nam bén canh
mot khu vuon. Tir bd tudng, nhitg canh hoa khoe sic khéng nging ric nhitg canh hoa 1 ta 1én phan mo

mot vi nhén trong khi tim mo bia thi hoan toan bi che khuét.
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15. Nguoi dan don

Qua trinh gieo ric va quang ba hé thong s - A rép - An d6 vao Tay Au chi yéu nho viée in 4n cac
sach ca ngoi va ung ho hé thong chit s6 moi.

Cong trinh s6 hoc sém nhat ciia ngudi A rap 1a cong trinh cia AlKhowarizmi (825), md dau cho
nhiéu cong trinh cta cac tic gia A rap vé sau. Nhimng sé hoc nay chi yéu 1a nhiing qui luét tinh toén theo
kiéu An, str dung cac chit s6 An. Trong d6 co phép thir dung sai ciia phép tinh bang quy tic chit s6 9 ma ai
ciing hoc qua & bac tiéu hoc. Ngoai ra cac thuat TOAN gia sir dé giai cac bai toan cap 1 ma khong phai dung
dén phuong phéap dai s6 nhu ta ting 1am quen khi con & tiéu hoc. Cin bac 2, bac 3, phan sb va quy tic tam
xudt ciing dugc giang nghia thuong xuyén. Ciing can biét tir tén
AlKhowarizmi, ma nguoi Tay phuong dat ra thuat ngir algorithm cé nghia la
thuat toan.

Trong cac cong trinh giy anh huéng dén viéc quang ba va sir dung hé
thong chit s A rép - An, cong trinh quan trong nhét 1a quyén sach co tén Liber
abaci xuat hién & Y nam 1202. Sy ra doi cua quyén sach 1a MOT THOI KHAC
TRONG DAI CUA TOAN HQC ma chung ta s& ban dén sau day.

Tac gia cua Liber abaci 1a Leonardo Fibonacci (1175-1250), nha toan
hoc tai nang nhét cua thoi Trung C6, ciing duoc biét dudi tén Fibonaco & thanh

phd Pisa. Ong sinh tai thanh phd thuong mai Pisa, noi d6 nghé nghiép ciia cha

ong lién quan dén thwong mai. Nhiéu cong ty kinh doanh ciia Y lic d6 sé hiru
rat nhiéu kho hang doc theo Pia Trung Hai, do d6 khi cha 6ng ddm nhan chirc vu quan li thué, chang thiéu
nién Fibonacci c6 dip di ciing cha dén sdng & Bougie trén bd Bac Phi Chau. Cong viéc tinh toan thué khoa
clia cha da gieo vao dau 6c Fibonacci sy yéu thich mon s6 hoc, va sau d6 nhiing 1an di dén cac cang A rap va
xudng tan Ai cép, Sicily, Hi lap va Syria, ¢4 mang lai cho ng nhiéu co hoi tiép xtic voi k¥ ning tinh toan A
rap. Hoan toan bi chinh phyc boi tinh hon hén cua thuat tinh toan theo hé théng s6 A rép - An do, nam 1202,
chi mot thoi gian ngin sau khi vé nha, 6ng cho ra doi quyén Liber
abaci lung danh.

Ban in ddu tién cua Liber abaci khong con ton tai, chi c6 ban
in thtr hai ndm 1228 1a duoc luu truyén dén chung ta. Quyén sach dé
cap dén sb hoc va dai sb, mic du c6 nhiing nghién ctru doc 1ap, co6 thé
thiy anh huong cia cac kién thic dai s6 cua AlKhowarizmi va Abu
Kamil. Quyén sach minh hoc phong phti va dé cao manh mé nhimng ki
hiéu An d6-A rap ciung nhimng thuat toan di kém. Trong 15 chwong
clia quyén sach 1a nhimg giai thich cach doc va viét cac chir sé mai,

thudt tinh toan s6 nguyén va phan so, tinh can bac 2, bac 3, va cach

e giai cac phuong trinh bac 1, bac 2. Cac nghi€ém am va 4o khong dugc
dé cap va cac phuong trinh xuat hién dudi dang cac bai toan thyc té nhu trao doi, chia phan, va do ludng

hinh hoc. Cong trinh ciing chira mot tuyén tap phong phu cac bai toan, 1a kho tham khao cho cac tac gia doi
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sau. Tac dung thay ngay cua cong trinh 1a anh hudng cta no6 1én su truyén ba hé théng sé moi.

Néi dén Fibonacci, ta thuong nhic dén bai toan ndi tiéng cua ong dugc phat biéu dudi dang sau:

"Co bao nhiéu cap tho dwoc sinh ra tir mot cap tho dau tién sau mét nam, biét r(ing méi thang méi
cdp sinh ra dwoc mot cdp thé maoi, va hai thang sau khi sinh mot cap tho moi co thé bat dau sinh san?"

Khong may kho khin chiing ta c6 thé thiy ngay 1a sb cap tho sau thang thi 1, 2, . . . 1a sb hang cua
day ) lung lrfly mang tén 6ng: 1,1,2,3,5,.. ,X,y,Xx+y,...

Diy sb nay co hai s6 hang dau 1a 1, ké tir s6 hang thi ba, mdi s hang 1a tong cua hai s6 hang ding
ngay trudc nd. Dy s6 nay xuét hién trong nhiing tinh hudng ta khong ngo téi. N6 ¢6 mit trong nghé thuat,
trong sy nhan giéng dan ong, sy phan b cua 1a ciy, va no ciing xut hién day dé trong toan hoc.

Lay vi du vé sy phan b 14 cay. Néu chung ta quan sat 14 ciy cubi cing ¢ sat gbc mot than cdy rdi
dém sb 14 cay moc doc theo than cdy, cho dén 14 ciy ngay phia trén 14 ddu tién. Ta s& thay s6 14 cdy nay 1a sb
hang ctia ddy sé Fibonacci. Cac s Fibonacci xudt hién trong nhitng bong hoa. Hau hét cac bong hoa c6 sb
canh hoa la mot trong cac $6: 3,5, 8, 13, 21, 34, 55 hodc 89. Hoa loa kén ¢6 3 canh, hoa mao luong vang co
5 canh, hoa phi yén thuong c6 8 canh, hoa van cuc tho ¢6 13 canh, hoa clc tay ¢6 21 canh, hoa ctc thuong
¢ 34, hodc 55 hodc 89 canh. Cac sb Fibonacci cling
xudt hién trong cac bong hoa huéng duong. Nhiing
nu nho sé& két thanh hat & dau bong hoa hudng duwong
duoc xép thanh hai tap cac duong xo0dn 6¢: mot tap
cudn theo chiéu kim déng ho, con tip kia cudn
nguoc theo chiéu kim ddng hd. S6 cac dudng xoin
dc hudng thuan chiéu kim ddng hd thuong 1a 34 con
nguoc chiéu kim dong ho 1a 55. Péi khi cac s6 nay 1a

55 va 89, va tham chi 1a 89 va 144.

Néu chung ta lap ddy sb nhiing ti s6 cac s6
hang lién tiép cua day Fibonacci , chung ta dugc day sb 1 1/1, 1/2, 2/3, 3/5, 5/8, 8/13 . . . Ta co thé chung
minh diy s nay tién dén sé : r = (\/g - 1)/2. S6 nay chinh 1a ti s6 vang ma chung ta da dé cap trong bai 5.
Hinh nhu ty nhién ciing nd lyc tién dén ti s6 vang.

Diy sb Fibonacci tim thiy nhiéu ing dung trong nhimng nghién ciru toan hoc. Vi du, trong thuit toan
Euclidean tim udc s6 chung 16n nhat cta hai s6 dwong, ta phai thuc hién mot s6 phép chia lién tiép. Ta tu hoi
c6 thé c6 mot gidi han nao cua sd cac lan chia nay hay khong? Cau tra 161 duoc Gabriel Lamé (1795-1870)
cung cip trong dinh 1i sau: "S6 cac phép chia can dé tim udc sé chung 16n nhét cta hai s6 duong thi khong
bao gio 16n hon nam 14n sé cac chir s6 cta s6 nho nhat." Ai ngd viée chirng minh dinh 1i nay lai nhd dén vai
tinh chit cua day Fibonacci.

Nhiing tai li¢u vé sy hién dién cung khép cua day sb Fibonacci va tinh chit caa nd 1én lao mot cach
dang kinh ngac va khong ngimg phat trién. Nhitng hé thirc quan trong gin lién vé6i diy sé hinh nhu, twong tw
nhu trong hinh hoc tam giac, 13 v6 tan. Pung vdy, trong nam 1963, mot nhém cac nha nhiét thanh voi diy sb

Fibonacci dimg dau boi Tién si Verner Hoggatt thanh lap Hoi Fibinacci va bat dau xuat ban tap chi timg quy
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Fibonacci Tam Nguyét San, chuyén nghién ctru vé Fibonacci va cac day sb lién hé. Trong ba nam ton tai dau
tién, tap chi nay in gan 1000 trang nghién ciru trong lanh vuc dic biét nay.

Fibonacci con viét thém céc tic pham khac ngoai Liber abaci. Nam 1220 xuat hién Hinh hoc thuc
hanh, mot tuyén tap lon cac kién thirc vé hinh hoc va luong giac dugc viét khéo 1éo, nghiém can va doc ddo.
Nam 1225, Fibonacci viét Liber quadratorum, mot cong trinh ruc rd va méi mé vé gidi tich vo6 dinh, mang
ong 1én tam cao ngang voi Diophantus va Fermat. Nhimg cong trinh ndy hoan toan vugt qua kha ning cua
cac hoc gia duong thoi.

Tai ning xudt ching cta ong lot vao mét xanh cua Hoang dé Frederic II ciia vuong qubc Sicily,
nguoi tai trg cho nén hoc thuat. Két qua 1a 6ng dugc moi toi hoang cung dé tham gia cugc thi tai toan hoc.
Ba bai toan do John cua Palermo, mét thanh vién cua doan tiy ting nha vua, dua ra. Fibonacci gidi dugc ca
ba bai, khién moi nguoi tam phuc, khéu phuc.

Bai toan thir nhit 13 tim s6 hiru ti x sao cho x* + 5 va x> - 5 mdi s6 déu 1a binh phwong cta mot sd
hiru ti. Fibonacci tim ra x = 41/12, 1a mot dap s dung vi (41/12)* + 5 = (49/12)* va (41/12)* - 5 = (31/12)%
Loi giai sau d6 xuat hién trong quyén Liber quadratorum.

Bai toan thu hai 1a giai phuong trinh bac 3: x° + 2x* + 10x = 20

Fibonacci ching minh rang phuong trinh khong thé c6 nghiém vo ti c6 dang /a + \/Z , hay, n6i mot cach
khac, khong co nghiém c6 thé dung dugc bang thudce va compa. Sau dé ong tim duge mot nghiém gan dung,
viét theo co sb thap phan 13 1,3688081075, 1a mot dap s dung dén 9 chir sé thap phan. Cu tra sau d6 xut
hién, ma khong kém 10i giai, trong mot cong trinh c6 tén Flos ( nghia 1a Hoa) va da gay thic méc khong biét
6ng da tim ra n6 nhu thé nao.

Bai toan thtr ba, ciing dugc ghi lai trong cudn Flos, nhu sau: "Mot xép tién gém phﬁn cua ba nguoi
theo ti 16 : 1/2, 1/3, 1/6. Sau d6 mdi ngudi lay mot phan tir x4p tién d6 va x4p tién khong con dong nao. Roi
ngudi thir nhét tra lai 1/2 s6 tién da 1dy, ngudi thir ba tra lai 1/3, va nguoi thi ba 1/6. Khi téng sb tién tra lai
duoc chia déu cho ba nguoi thi la thay ho lai duoc dung sé tién dé chia luc du, Hoi s6 tién lac dau va ho da
14y ra mdi ngudi bao nhiéu?" Fibonacci giai nhu sau:

Goi s 1a sb tién Iac dau va 3x 1 toan bo sé tién hoan lai. Trudc khi mdi nguoi nhan duge sb tién x,
tirc mot phan ba sb tién tra lai, thi ba ngudi 1an lugt ¢6 s/2 - x , 8/3 - x, s/6 - x. Vi dy 14 s6 tién ho c6 sau khi
da tra lai 1/2, 1/3, 1/6 sb tién ho da 13y trude, nén cac sb tién da 14y trude 13 2(s/2 - x), (3/2)(s/3 - x), (6/5)(s/6
- X ). Vi tong céc sb tién ndy bang s nén ta c6 phuong trinh:

2(s/2 - x), (3/2)(s/3 - x), (6/5)(s/6 -x ) =s
Hay 7s = 47x, va bai toan c6 vo sb nghiém . Fibonacci chon s = 47 va x = 7. Thé thi s6 tién d 1y ra tir x4p
tién 1a 33, 13, 1.

Fibonacci thuong ki tén 1én cic cong trinh ctia minh 1a Leonardo Bigollo. Ma Bigollo c¢6 dén hai
nghia: mot 1a nguoi du lich hai 1a ngudi dan don. Khi ki tén nhu thé dt hin Fibonacci mudn xung minh la
ngudi di day di d6 nhiéu, vi that ra 1a nhu thé. Nhung c6 ngudi néi s¢ di 6ng lay biét danh d6 vi nhidu nguoi
duong thoi cho ong 14 dan don khi cir qua say mé cac chir s6 An-A rdp. Va véi biét danh d6, 6ng mudn

chung té voi cac nguoi chi trich 6ng 1a mot ngudi dan don cé thé lam dugc nhiing gi.
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Tham khao 1:
Tham khao 2:
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16. Mot cau chuyén ky la va phi thwong

Trong bai 14, chiing ta da ching kién chang thi si- toan hoc Omar Khayyam giai phuong trinh bac 3
bang hinh hoc. Trong bai ndy, chiing ta s& tim hiéu lam thé nao, sau 500 nim, nha toan hoc Y cudi cung da
tim cach giai duoc phuong trinh bac 3, va rdi chi mot thoi gian ngin sau d6, phuong trinh bac 4. Nhiing
thanh tyu nay danh déu nhitng c6t mdc ngoan muc trong toan sir va ximg dang vinh danh 1a HAI THOI
KHAC TRONG DPAI CUA TOAN HQC, thoi khic nay nbi got theo thoi khic kia, va lién quan dén cac nhan
vat doc dao trong toan hoc.

Khoang 1515, Scipione del Ferro (1465-1526), mot gido su toan tai Pai hoc Bologna, giai dugc
thanh cong phuong trinh bac ba khuyét : x* + mx = n, chic chin dya vao cac cong trinh clia nguoi A rép di
trude. Ong ta khong cong bd thanh tuu ndy ma chi n6i cho ngudi hoc tro 13 Antonio Maria Fior, khoang
1535.

Nicolo Fontana (1499-1557), c6 biét danh la Tartaglia
(nguoi ndi 1ap) vi hoi nho bi tai nan khién kha ning néi cia 6ng
bi ton thuong, tuyén bd di giai dugc phwong trinh bac ba
khuyét bac 1 : x* + px* = q . Nghi rang day chi 1a tro khoac
loac, Fior thach dau cong khai véi Tartaglia trong mot thoi gian
an dinh trudc sé giai cac phuwong trinh bac ba do hai nguoi dua
ra. Chép nhén cudc thach déu, Tartaglia da nd luc hét sitc minh
va tim dugc cach giai phuong trinh khuyét bac 2 vai ngay trude
khi cudc thach ddu bit dau. Thé 1a budc vao tran, Tartaglia giai

dugc ca hai dang phuong trinh béc 3, va thang ap dao vi ddi th

Fior chi gidi dugc mot dang. ﬂ 5{; i j B ;
Tartaglia

Sau d6, Giro Cardano (1501-1576), mot thién tai doc dao &

HIERO e CARDANY

Milan, day toan va lam nghé thudc & Milan, sau khi hira hen gilr bi mat,
da du duoc Tartaglia trao chia khoa cach giai phuong trinh bac 3. Nam
1545, Cardano cho in tic phdm Ars magna & Nuremberg, Duc, mot
cong trinh vi dai bang tiéng Latin, trong d6 6ng gin vao d6 vién ngoc
qui 1a phuong phap giai phuong trinh bac 3 cua Tartaglia. Tartaglia
phan dbi quyét liét nhung 10i phan nan cta 6ng di bj Ferrari (1522-
1565), mot hoc tro cé nang luc nhét cua Cardano dap tra. Y li giai réng

Cardano da nhén thong tin nay tir del Ferro qua mot trung gian thir ba,

va két i chinh Tartaglia méi 1a ké dao van. Tiép theo d6 1a nhimg
Cardano
chudi tranh cii gay gat ma Tartaglia may min lim m&i thoat khoi duoc vo su.
Nhiing tinh tiét trong cau chuyén co nhiéu kich ban khac nhau, that khé cho nhitng ké hau sinh nhu
chung ta phan biét dau la that, dau la gia.
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Cach giai phwong trinh bac 3: x> + mx = n duoc trinh bay bai Cardano trong quyén Ars magna nhu
sau: xét dang thuc:
(a-b)’ +3aba-b)=a’-b’
Néu ta chon a va b sao cho : 3ab=m va a’ - b’ =n thé thi x = a - b 1 nghiém ctia phuong trinh. Giai hé 2

phuong trinh trén, ta dugc a va b:

a= (n/2)+(n/2)* +(m/3) m72)

b= 3—(n/2)+(n/2)* +(m/3)

va x sau do6 dugc xac dinh bédi cai goi 1a cong thirc Cardano-Tartaglia:

x= 3(n/2)+(n/2)* +(m/3) - Y—(n/2)+(n/2)* +(m/3)’

Dé giai phuong trinh bac 3 tong quat: ax’ + bx” + cx + d = 0, ta ding phép ddi 4n phy : x = z - b/3a,
phuong trinh bac 3 tong quat c6 thé dua vé dang: z° + mz = n, va nhu thé moi phuong trinh bac 3 déu giai
duoc.

Khong lau sau khi cach giai phuong trinh bac 3 da dugc kham pha, phuong phap giai phuong trinh
bac 4 tong quat ciing dwoc tim ra. Nam 1540, nha toan hoc Y da Coi goi cho Cardano bai toan sau:

"Chia 10 thanh ba phan sao cho ba phan dy ti 1é va tich ciia hai s6 hang dau la 6."

Néu 201 ba phﬁn laa, b, ¢, thita cod hé:

a+b+c=10,ac=b*,ab=6.
Bing cach khir a va ¢, ta duoc phuong trinh tinh b 1a phuong trinh bac 4:
b* +6b° + 36 = 60b

Cardano khong thé giai phuong trinh nay, nhung hoc trd 6ng 1a Ferrari giai duoc, va qua d6 giai
duoc moi phuong trinh bac 4 c6 dang: x* + px2 + gx +r =0, mot dang ma moi phuong trinh bac 4 déu co thé
duoc dua vé qua phép ddi bién bac 1. Phuong trinh trén twong dwong véi :

X'+ 2px* +pP=px’-qx-r+p’

<= (X’+p) =pX -qx-r+p’
Suy ra, véimoiy : (x> +p+y)  =px’ - qx-r+p> +2y(x> + p)+ y’
=(p+2y)X’ - qx + (p’ -1+ 2py +y°)

Bay gid ta chon y sao cho vé phai ctia phurong trinh 1a mét binh phuong dung. Trudng hop nay xdy ra khi :

A=q’-4p+2y) (p’-1+2py +y)=0

<=>4(p+2y) (p’-r+2py +y)-q =0

Day 1a phuong trinh bac 3 4n y ma ta da biét cach giai. Tim dugc y rdi thi viée tim nghiém x tir phuong trinh
trén chi 1a viéc khai phwong mot sd.

Cardano ciing khong ngai dem phuong phép gidi ciia Ferrari vao quyén Ars magna in nim 1545.

Con ¢6 nhiéu cach giai phuong trinh bac3, bac 4 dwoc phd bién sau d6. Trong phan cudi bai nay ta s& trinh
bay cach giai cta nha toan hoc Francois Viete (1540-1603) dugc in sau khi 6ng mét va cach giai phuong
trinh béc 4 cho bai Rene' Descartes (1596-1650) dugc cong bd nim 1637. Tiép theo chung ta danh chut thoi

gian cho hai nhan vt chinh: Cardano va Tartaglia, tac gia cia phép giai phuong trinh bac 3.
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Cardano, mét trong cac nhan vat phi thuong nhét trong lich st toan hoc, sinh tai Pavia nam 1501, la
con ngoai hon cuia mot luat gia. Ong 16n 1én tré thanh mot nguoi véi nhiéu dam mé xung khic, bat dau 1a
mot thay thude, dong thoi nghién ctru, day va viét toan song song. Sau mot chuyén di dén Scotland, ong giir
dugc nhiing chirc vi quan trong ¢ dai hoc Pavia va Bologna. Nhu mot nha chiém tinh, 6ng sgan nhiing 14 $6
tt vi, va ¢6 mot 1an bi bo tu vi ti bd bang thanh than khi dam cho in mot 14 sb tur vi cua Chua Jesus. Sau khi
tir nhiém & Bologna, 6ng chuyén dén Rome va trd thanh mét nha chiém tinh 18i lac, va ky la 1a nguoi ta quén
viéc 6ng da co 14n bi phat tu vi tdi pham thanh, lai cit 6ng lam chi€m tinh bén canh giao hoang. C)ng mét tai
Rome nim 1576, ngudi ta bao 1a 6ng ty tir cho dang véi ngay gid ma 6ng di cong bd trong 14 sb tir vi caa
minh ty soan.

Nhiéu giai thoai ké vé tinh khi dit ton ciia 6ng, nhu c6 lan trong mot con néng gian, ong cat dit hai
tai clia dira con trai chi vi n6 lam 6n qua. Ong ¢ nhiéu ké thu, thanh ra c6 thé nhiing chuyén trén da dugc
théu dét nén. Nhung khong thé khong néi ong 1a ngudi tham hiém, vi chinh éng da ty khai nhu vay trong
quyén tir thudt ciia minh.

La mot nguoi gioi giang vé nhiéu mit, Cardano d3 viét nhiéu tac phém vé s6 hoc, thién van, vat li, y
hoc, va nhimg dé tai khac. Cong trinh 16n lao nhét ctia ong 1a Ars magna, 1a tic phim dau tién viét bang
Latin chuyén vé dai s6. Trong d6 dang noi 1 6ng c6 dé cap dén nghiém am va ca nhitng phép tinh vé sb ao.
Ong ciing trinh bay mic du thé so viéc tim nghiém gan dung ciia mot phuong trinh da thirc. Ong ciing biét
chut it v& qui tac xét ddu mot da thirc ma sau nay Descartes s& hoan thién. La mot ngudi mé cd bac, ong ciing
viét ca mot cam nang danh bac, trong d6 hé 16 d6i chit nhitng ¥ tudng vé xac suat.

Con Tartaglia thi trai qua mot quang doi tudi tho nghéo khd. Ong sinh tai Brescia khoang 1499 va
khi ngudi Phap chiém Brescia ong da 1a mot thiéu nién. Dé thoat khoi nhitng cudc chém giét dd man cua linh
Phép, 6ng va cha ong, mot nguoi dua thu, da tron chay vao mot nha tho cling voi mot sé ngudi khac. Linh
Phép dudi theo, va mot cudc tan sat xay ra ngay bén trong chén thiéng liéng. Ngudi cha bi chém chét, con
chang thiéu nién thi bi chém ngang mit, cit dt miéng va ludi. Khi ngudi me tim dén thi con kip ctru con trai
minh trong khi nguoi chong da chét. Khong thudc men, khong thay thudc, ba chi con biét bat chudc théi
quen chira thwong cua cac loai dong vat 1a liém vét thwong ctia dira con trai. Vét thuong ¢ ludi khién cho 6ng
phai tat néi lp, tir d6 c6 biét danh Tartaglia, c6 nghia 1a nguoi noi lap.

Me ong chi gom gép du tién dé goi 6ng di hoc duoc 15 ngay. Loi dung co hdi nay, 6ng xody mot
quyén vé danh van va sau d6 tu hoc cach doc va viét. Thiéu phuwong tién dé mua dung cu day hoc, ngudi ta
ké rang 6ng thuong dén nghia dia, 1dy bia mo lam bang viét. Nhimg ndm sau, ong kiém séng bang nghé day
khoa hoc va toan trong nhitng thanh phé khac nhau ciia Y. Ong mat nam 1557 tai Venice.

Tartaglia 1a mot nha toan hoc thién tai. Ngoai cong trinh giai phuong trinh bac 3, dng c6 1€ 1a nguoi
d4u tién ap dung toan hoc trong khoa phao binh. Ong viét mot tac phdm thuong dugce coi 1a quyén sé hoc tdt
nhit cia Y & thé ki thtr 16, trong d6 trinh bay diy di cac phép tinh s va tinh thué thuong mai. Ong ciing cho
xuat ban nhitng cong trinh cua Euclid va Archimedes.

Céc cach giai khac cua phuong trinh bac 3 va 4 di dugc cac nha toan hoc dong gop vé sau nay. Nhu

Francois Viete, trong ban in ndm 1615 sau khi 6ng mat, di trinh bay cach giai dep d& phuong trinh bac 3 nhu
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sau:

X’ + 3ax =2b
mot dang ma bat clr phuong trinh bac 3 téng quat nao ciing c6 thé dua vé.
bat: x =aly - y phuong trinh thanh :

y® + 2by’ = a3
day 1a phuong trinh bac 2 theo y. Giai ta tim dugc y’, suy ra y, tir d6 tim
duoc x. Cach gidi phuong trinh béc 4 ctua Viete twong tu nhu cia Ferrari.
xét phuong trinh bac 4 khuyét sau :

xX*+ax’+bx=c
mot dang ma moi phuong trinh bac 4 déu co thé dua vé. Phuong trinh viét

thanh:

x*=c-ax’- bx
Cong hai vé cho x> y* + y*/4, ta dugc :
(X +y2) = (y*-a)x’ - bx + (y¥/4 +¢)
Bay gi¢ chon y sao cho vé phai 1a mot binh phuong dung, diéu kién la:
A=b"-4(y*-a) (y/4 +¢)
<=>y’-ay® +4cy’ = 4ac + b’
1a phuong trinh bac 3 theo y* ma ta di biét cach giai. Tim duoc y ta suy ra x mot cach dé dang bang phép
khai phuong.
Céch giai ctia Descartes nim 1637 ctia phuong trinh bac 4 khuyét:
xX*+bx*+cex+d= 0
1a dung phuong phap hé sé bat dinh. Cho vé trai ciia phwong trinh bang voi
tich:
(x> + kx + h)(x* - kx + m)
Bé’mg cach khai trién va déng nhét cac hé sd, ta duge hé 3 phuong
trinh theo k, h, m. Khtr h va m tu ba phuong trinh nay, ta dugc phuong trinh
bac 6 theo k, nhung ciing 13 phuong trinh bac 3 theo k*. Do d6 viée gidi

phuong trinh bac 4 dua vé viéc giai phuong trinh bac 3 lién két v6i no.

Vi viéc giai phuwong trinh bac 3 rit ra tir viéc giai phwong trinh bac 2, rdi sau d6 viée giai phuong
trinh bac 4 lai nho vao viéc phuong trinh bac 3, do do, Euler, khoang nam 1750, lao vao tim cach giai
phuong trinh bac 5 tir mot phuong trinh bac 4, nhung 6ng da that bai. Ba muoi nim sau, Lagrange ciing cting
chung canh ngd. Mot thay thudc ngudi Y 1a Paolo Ruffini (1765-1822) da thir nhiéu lan, nhung chwa hoan
tat, phép chirng minh mot sy kién ma gio day da 1a mot dinh li, rang nhimg nghiém cua phuong trinh bac 5
hodc cao hon khong thé biéu dién dugc bang cac biéu thirc vo ti clia cac hé sd ciia phuong trinh . Chan 1i vi
dai nay da dugc chung minh mot cach doc 1ap sau nay, nam 1824, boi nha toan hoc Na Uy ndi tiéng la Niels

Henrik Abel (1802-1829). Con Evariste Galois (1811-1832), tir thwong trong mot vu do sting tay doi khi 6ng
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chi méi 21 tudi , dé lai mot di cao trong d6 ¢ cong trinh nghién ctru vé didu kién dé mot phuong trinh dai s6
6 thé gidi duoc b?mg céc biéu thirc can. Nhung chuyén nay thudc vé MOT THOI KHAC TRONG DAI
CUA TOAN HOC cua tuong lai.

Abel Galois
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18. Kich thich cta khoa hoc

Than Antaeus 1a con trai khong 16 ciia Neptune (Than Bién) va Ge (nit than dat), va sirc manh cua y
1a v6 dich chimg ndo ma y con tiép xtc véi Me Dat. Nhitng nguoi la vira méi dén xtr s¢ ctia y bat budc phai
vat 1on mot séng mot chét vai y, va tinh cd mét ngay kia Hercules va Antaeus so tai nhau. Nhung Hercules,
biét yéu diém ciia Antaeus, nén nhac bong y khoi mat dat va giét y khi y & trén khong .

C6 mét ngu ngdn danh cho cic nha toan hoc. Ciing gidng nhu Antaeus sinh ra va nudi dudng bai Me
Dat, lich sir d4 chi ching ta rang moi nganh Toan hoc cd ¥ nghia va trudng ton déu sinh ra va nuéi dudng boi
thé gidi thuc té . Ciing nhu Antaeus, chung nao ma toan hoc con tiép xtc voi thuce tai, né van con manh mé.
Nhung néu ta tich n6 khoi mat dat viing chai noi né sinh ra dé mang n6 vao khoang khong yéu 6t cua triru
tuong thuan tiy, nd c6 thé s& yéu di. Can phai thinh thoang tra n6 vé mat dit dé no hdi phuc sirc manh coi
ngudn.

Su hdi xuan nhu thé cua toan hoc da xay ra trong thé ki tht 17, theo sau cac kham pha cia hai nha
toan hoc- khoa hoc ndi tiéng - Galileo (1564-1642) va Kepler (1554-1630). Galileo, chua ddy 25 tudi, sau
mot chudi thi nghiém, da kham pha mot sb su kién can ban lién quan dén chuyén dong cua vat thé trong
trong trudng cua trai dat, va Kepler, khoang 1619, di tim ra ba dinh lut ndi tiéng vé quy dao cua hanh tinh.
Nhitng thanh tuu nay di anh huong dén su phat trién cua toan hoc vé sau nay, xtimg dang dugc vinh danh 1a
hai THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN HOQC. Sy kham phé cua Galileo dwa dén su hinh thanh khoa
hoc méi vé dong luc hoc va cua Kepler dén co hoc vii try hién dai; va mdi mot nghién ctu bay, nguogc lai,
doi hoi mot cong cu toan hoc mdi- toan vi tich phan- dé phat trién vi chi c6 cong cu méi nay moi giai quyét
dugc cac bai toan vé bién thién, thong lwong va chuyén dong.

Mot dang toan méi dugce hinh thanh. Toan cii thi thy dong va tinh trong khi todn méi namg dong va
tran nhua séng, toan cii ¢6 thé vi nhu mdt blirc anh con toan méi 1a doan phim. Toan cii ddi voi toan mai
gidng nhu nganh giai phiu d6i véi nganh sinh 1i hoc. Hon nita, trong khi toan cii chi dé cap dén nhimng d6i
tuong cb dinh va hitu han thi toAn m&i 6m iy nhitng chuyén dong va cai vo han.

Galileo sinh ndm 1564 tai Pisa 1a con trai cuia mdt qui toc
Florentine nghéo kho. Sau budc dau hoc y khong may thich thi,
Galileo dugc cha cho phép d6i nganh hoc sang khoa hoc va toan
hoc, lanh vyc 6ng co thién huéng bam sinh.

Trong khi con 1a sinh vién y khoa tai Pai hoc Pisa, ong da
phat hién mot hién twong ndi tiéng trong lich sir 1a chiéc dén treo
khéng 16 trong nha the dao dong t6i lui v6i mot chu ky doc 1ap véi
kich thudc cung dao dong (suy kién cang dung khi bién d6 dao
dong cang nho). Sau d6 6ng chimg minh rang chu ki cua qua lic
cling doc lap véi trong luwgng qua lac. Khi duge 25 tudi, ong duoc

nhan lam gido su toan tai Pai hoc Pisa. Chinh trong thoi gian nay,

ong da tién hanh thi nghiém tai thap nghiéng Pisa, dé ching to

Galileo
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rang, trai v6i 101 day ctia nha dai hién triét thoi cd Aristotle, 1a vat thé ning khong roi nhanh hon vat thé nhe.
Bang cach cho cac vat thé lan xuéng mot déc nghiéng, 6ng tim ra dinh ludt 1a quang dudng di duoc ti 16 véi
binh phuong thoi gian di, theo cong thirc than quen s = (1/2)gt’.

Nhirng xung dot ndi bd phién toai khién ong phai rdi bo ghé giang day ndam 1591, ndm sau 6ng nhan
chirc danh gido su toan tai Dai hoc Paduia, noi d6 khong khi giang day nong 4m va than thién hon.

Tai Padua, trong subt 18 nim, 6ng tién hanh nhiéu cudc thi nghiém va giang day, tiéng tim lan rong.
Trong thoi gian nay khoang 1607, 6ng nghe néi ¢6 mot thg lam kinh di sang ché dwoc mot kinh vién vong,
thé 1a ong bit tay tir lam lay mot kinh cho riéng minh, c6 d6 phong dai gap 30 lan. Qua kinh nay, ong quan
sat thay nhiing vét den trén mit troi (trai voi 101 xac quyét ctia Aristotle 1a mat troi khong c6 ti vét), nhin
thdy ndii trén mit tring, va theo ddi dugc cac tuan ciia sao Kim, vong sang quanh Thé Tinh va bbn vé tinh
sang chéi ctia Moc Tinh (tat ca ba phat hién nay cang lam nguoi ta tin thém vao thuyét thai duong hé cua
Copernic). Sy kham phé cua Galileo gy lan song chéng dbi ti Nha Tho, va cudi cung ndm 1633, ng bi giai
ra trude toa an Di Gido va bi cudng bach phai chdi bo moi kham pha khoa hoc ctia minh. Vai nam sau nha
khoa hoc vi dai nay tré nén mu 10a. Ong mat, trong khi bi quan thlc tai nha, vao nam 1642, nam Isaac
Newton ra doi.

Ta mang on Galileo tinh than hién dai coi khoa hoc 1a mbi lién hé hai hoa
giita thuc nghiém va 1y thuyét. Ong khong nhitng d thanh 14p mén co hoc cua vat
thé chuyén dong tu do, ma con tao ra nén tang cua dong lyc hoc, nhitng nén tang
ma sau nay Newton co thé xdy dung nén khoa hoc trén nén tang toan hoc. Galileo
1a ngudi dau tién biét rang quy dao cua vat thé trong chan khong 1a mot parabol, va
ong cling nghién ctru cac dinh luat vé momen. Ong sang ché kinh hién vi hién dai

dau tién. Ngay tir nam 1597, 6ng da hoan thién compa quat (sector compass), mot

sector compass

dung cu don gian da phd bién rong rii hon 200 nim.

Galileo viét bﬁng tiéng Y hai luan thuyét ndi danh, mot vé thién van hoc va
mot vé vat Ii. Tua 1a Hai Hé Thong Chinh Yéu (1632) viét vé cong trang ciia Ptolemy va Copernic khi ndi vé
thai dwong hé, va Hai Nganh Khoa Hoc M&i (1638), nghién ctru vé dong luc hoc va stc chiu dung cua vt
liéu.

M3di tac pham dugc trinh bay dudi dang doi thoai giita ba ngudi: Salviati (mot hoc gia uyén tham),
Sagredo (mot ngudi thudng thong minh), va Simplicio (ngudi theo thuyét Aristotle chinh thong). Chinh vi
quyén thir nhat ma 6ng bi dem ra toa phan xét va bi quan thic; quyén thir hai in & Leyden, dugc viét trong
thoi gian ong bi giam cam. Trong tic phim ndy, 6ng c6 néu vai tinh chit cia nhing sé v ctng nho va vo
cung 16n, ¥ tudng so sanh cac sd vo cuc ma sau nay Cantor thé ki 19 di phat trién trong 1y thuyét tp hop va
nhiing s6 v han.

C6 thé Galileo da rat ganh ty khi nghe vé nhimg phat hién cung thoi cia Kepler, boi vi mic du
Kepler d cong cb ba dinh lut nay ngay tir nim 1619, Galileo mu tit vé chung.

Kepler sinh tai Stuttgard, Birc, nam 1571 va bat dau viéc hoc tai Pai hoc Tubingen voi wdéc muén
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tré thanh mot muc su tin lanh. Ciing nhu Galileo, 6ng thiy viéc chon nghé dau tién khong thé thoa man dam
mé khoa hoc, nhat 13 thién van hoc, va vi thé ong thay doi ké hoach doi minh.

Nam 1594, khi vira 6 20, 6ng nhan chan trg giang tai Dai
hoc Gratz & Ao. Nam niam sau ong tré thanh phu ta cho nha thién
van Thuy Dién limg danh Tycho Brahe, 6ng nay di chuyén vé
Prague dé phuc vu dudi truéng Kaiser Rudolph II nhu mot nha
thién van hoang gia. Nam 1601, Brahe dot ngdt qua doi, va Kepler
dugc thira huong chirc vi ciia thay dong thoi ca kho tai liéu ghi dit
kién vé vi tri cua cac hanh tinh khi ching chuyén dong trén bau
troi. Vi sy kién tri khong ai sanh néi, ong da luc loi trong kho di
kién nay dé suy ngdm va rit ra qui luat chuyén dong cta cac hanh
tinh.

Ngudi ta thudng noi rang pham 1am viéc gi du kho khin

dén méay néu ta cur kién tri va quyét tim khong ngimg nghi thi

cling c6 ngay thanh tyu. Lay 161 cua Edison néi vé su phat minh 1a
mot phan trim cam himg con dén 99 phan trim 1a md hoi, ta c6 thé ndi giai toan 1a mot phan trim tudng
tugng va dén 99 phan tram 1a kién tri.

C6 18 khong noi dau trong lich sir khoa hoc, diéu nay duoc minh ching rd rang nhu trong truong hop
ctia Kepler khi ong nhin nai va kién tri khong mét moi va khong thé tin duge trén con duong di tim 10i giai
cho bai toan chuyén dong cua cic hinh tinh quanh mat troi. Hoan toan bi thuyét phuc boi 1y thuyét cua
Copernic khi cho rang cac hanh tinh di trén nhiing quy dao quanh tim mit troi, Kepler ¢d tim ra ban chit va
vi tri ciia cac quy dao nay va cach thitc ma cac hanh tinh di chuyén trén quy dao. Vi cac kho dir kién khong
16 cua Brahe dé lai, van dé 1a phai tim ra mot loai chuyén dong an khoép véi cac dir kién quan sat duge cia
Brahe. Ong tin cdy cac dit liéu cua thay dé lai dén ndi bat cir 10i giai nao chi xé xich chut it &én chung déu bi
ong loai bo.

Trudc tién bang tri tuong tugng, Kepler du doan mot 10 giai tin cdy duogc, rdi sau bang tinh kién tri
v lugng ong trai qua hang nui phép tinh toan té nhat dé xac nhan dy doan nay 14 chan 1i hay nguy 1i. Ong da
thir hang tram du doan va that bai rdi tiép tuc thir va lai tinh va tinh vi long nhiét thanh khong hé suy giam
va sy kién nhan vo tién khoang hau trong nhiéu nam lién. Cudi cing 6ng giai dwoc bai toan ciia minh, dudi
dang ba dinh luét ni tiéng vé chuyén dong ciia cac hanh tinh, hai dinh 1i dau tién tim thy trong nam 1609,
va 10 nam sau la dinh li th ba.

L. Cdc hanh tinh chuyén dong quanh mdt troi theo quy dao la cdc dwong élip ma mat troi la mot

tiéu diém .

II. Bin kinh vecto néi mit troi va hanh tinh quét mét dién tich bang nhau trong nhitng khodng

thoi gian bang nhau.

1I1. Binh phwong thoi gian ma hanh tinh di mgt vong quy dao i I¢ thudn véi ldp phwong cia nira
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do dai truc lon cua quy dao.

Su kham pha thuc nghiém cua cac dinh luat nay
dua trén dong dir liéu cta Brahe 1a mot trong nhiing suy
dién dang né nhit trong khoa hoc. V4i niém hanh dién
xung dang, Kepler dd mo dau quyén Sw Hai Hoa ciia cdc
Thé Gidi nam 1619 bang nhiing vang tho v& 0a nhu thé
nay:

T6i dang viét mét quyén sich cho nguoi dwong

thoi hay- ¢6 sao ddu - cho nguoi hdu thé. Co6 thé quyén
sdach nay sé doi 100 nam dé c6 nguwoi doc dén. C6 sa gi vi Thirong Dé hd chang doi dén 6000 nam méi co
nguoi quan sdt hé thong ciia Nguoi.

Dinh luat chuyén dong hanh tinh ciia Kepler 1a dau an trong lich sir thién van va toan hoc, boi vi
trong nd luc dé chirng minh ching, Newton phai van dung dén co hoc vil tru hién dai. Diéu tha vi 13 1800
nam sau khi nguoi Hi lap phat hién ra thiét dién conic gio ddy né da duoc ing dung mét cach vi diéu. Nguoi
ta khong thé hiéu khi nao mot kién thuc toan hoc triru tuong lai ¢o thé duge ung dung trong thuc té vao mot
thoi diém khong ngo dén.

Pé tinh duoc dién tich trong dinh luat thir hai, Kepler phai thuc hién cac dang thé so cua phép tinh
tich phan, khién 6ng c6 thé coi 1a nguoi tién phong ctia mon toan nay. Trong quyén Hinh Hoc Khoi Vé
Thiing Ruwou Vang (1615), dng ap dung cac phép tinh tich phan tho so dé tim ra thé tich cua 93 khdi tron
xoay khac nhau tao bdi cac cung conic khi quay quanh truc cia chung. Trong sé cac khdi nay c6 hinh xuyén
va hai hinh ma 6ng goi hinh qua tio va qua chanh. S& di ong thich thi vé& van dé nay 13 vi 6ng quan sat cach
do nhoc nhan clia nhitng ngudi thg 1am ruou vang. C6 thé Cavalieri da bi anh huéng boi cong viée nay clia
Kepler khi 6ng ning phép tinh vi tich phan 1én mot tim cao va tinh té trong phuong phap bat kha phan, ma
ta s& ban dén trong bai sau.

Kepler ciing 1a ngudi gidi thiéu danh tir “tiéu diém” cho cac duong conic. Ong tinh chu vi cua elip
béang cong thirc ni(a + b) trong d6 a va b 1a d6 dai nira truc 16n va truc nho. Ong ciing quan niém dudng thing
c6 thé coi 1a mot dudng khép kin & vo cuc, rang hai dudng song song s& cit nhau vo cuc va rang parabol co
thé coi nhu trudng hop dic biét cua elip hodc hyperbol trong d6 mot tidu diém cua no tién ra vo cuc. Nhitng
¥ tuong ndy that 1a cach mang va duoc cac nha hinh hoc vé sau phat trién. Ong con duogc biét dén qua cai goi

1a bai toan ctia Kepler 1a 1am cach nao nén chit mot khong gian bang nhitng qua ciu c6 kich cé bang nhau
sao cho khoang tréng giita chung 1a it nhat. Kepler trc doan 1a méat d6 nén chit khong thé hon % = T74%.

Bai toan nay chua ai chirng minh dugc 1a sai hay dung.

Thanh twu cua Kepler 12 nhu thé nhung cudc doi riéng cia ong 1a mot chudi nhimg bét hanh tran
gian. Khi méi bdn tudi ong da bi bénh dau mua khién hai mét bi tén thuong nhiéu. Ngoai strc khoé khong khi
nao tbt, tudi tré cua ong khong vui vé chit nao , cudc hon nhan cia 6ng 1a mot ngudn dau khd; dud con trai

ma ong yéu qui chét vi dau mua; v ong hoa dién ma chét; 6ng bi truc xuat khoi Pai hoc Gratz khi thanh ph

www.hoctoancapba.com.vn Page 57



Thoi Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

roi vao tay ngudi Thién Chua Gido; me ong bi két t6i va bi tong vao ti vi bi ghép 1a phu thay va ong phai
trai qua mot nam troi cd ctru ba thoat khoi phong hanh hinh mot cach tuyét vong. Ban than ong ciing suyt bi
két toi di gido va lwong hudng cua 6ng luén cham tré. Nguoi ta con néi rang cudc hon nhan thr hai cua ong
con té hai hon nita, mic du ong da d6i chiéu va phan tich can than nhitng wu khuyét diém cua 11 ¢d gai trude
khi chon phai ngudi sai 1am. Ong phai tang thém thu nhap bang cach hanh nghé chiém tinh, va ong mat trong
mot con s6t vao nam 1630 vao nim 59 tudi khi ong trén duong di 1anh mot mon tién lwong quéa han.

Tham khao 1: Galileo va thap nghiéng Pisa

Tham khao 2: Uc doén ciia Kepler

Yolume occupied by spheres = —— = 74 %
I ¥ 5P NE e
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20. K¥ thuét bién déi-giai-dao nguoc

Mot trong nhitng phwong phap hiéu qua nhat thuong duge cac nha toan hoc sir dung duoc biét dudi
tén: k thudt bién doi-gidi-ddo nguec. Tinh tiy ciia y tudng nay 1a nhu sau. Dé giai mot bai toan kho, ta bién
d6i n6 thanh mot bai TOAN twong dwong nhung d& hon, sau do giai bai toan don gian nay, va rdi dao ngugc
tién trinh bién ddi hoa dé dugc 10i giai ciia bai TOAN ban dau.

Gia str mot nguoi nao d6 hoi ta mot cdu hoi bang tiéng Phap va chung ta khong thong thao ngdn ngir
d6. Trude tién chiing ta s& bién ddi cau hoi gde thanh mot cau hoi twong duong bang tiéng Viét, ngon ngir
ma ta quen thudc. Tiép sau ching ta giai cdu hoi ndy bang tiéng Viét. Cudi cing ta dao nguoc 1o giai tir Viét
sang Phap, va nhu thé 1a da giai duoc cau hoi goc.

Mot vi du nita, gia st ta phai tim mot sé viét bang chir s6 La mi 1a tich cua hai sé viét bang chir sb
La mi la LXIII va s6 XXIV. Chung ta phai bién ddi hai sé nay ra dang chit s6 A rap-An, d6 13 63 va 24. Sau
d6 ta giai bai toan nhan quen thudc va duoc s6 1512. Cudi cing ching ta dao nguoc dap sé vé lai dang La
ma va dugc MDXII.

Mot vi du sanh diéu hon, 1 bai toan chimg minh phuong trinh x” - 2x° + 10 x*- 1 =0
khong c6 nghiém 16n hon 1. Bang cach thé x =y + 1, ta bién ddi thanh phuong trinh twong dwong:

y + 79+ 19y’ + 25y + 15y + 11y* + 17y + 8 =0

Diéu phai chirmg minh bay gio 1 ching minh phuong trinh theo y khong c6 nghiém duong. Diéu
nay 13 hién nhién vi vé trai > 0 vi moi y > 0. Cudi cing ddo ngugc phép bién ddi dé duoc phuong trinh ban
dau khong c6 nghiém x > 1.

Vi du cudi cing, gia sir chiing ta phai ching minh rang (xem hinh) dién tich cta tam giac cong gidi
han bai ba élip bang nhau, ¢ céac truc cling hudng va tiép xuc nhau timg d6i mot thi doc 1ap véi vi tri tuong
d6i ctia ba élip. Chung ta biét ring bang mot phép chiéu vuong goc 1én mot mit phang duong élip sé bién
thanh dudng tron ¢6 ban kinh bang nira truc nho ciia élip. Chung ta hiy bién doi bai toan trén qua phép chiéu
s& c6 ba duong tron bang nhau tiép xtic nhau d6i mot. Hon nira phép chiéu vudng goc bién hai hinh c¢6 dién
tich bang nhau thanh hai hinh c6 dién tich bang nhau, do d6 ta chi can chimg minh dién tich ctia tam giac
cong doc 1ap véi vi tri trong dbi cua ba dudng tron bang nhau va tiép xtc nhau. Diéu nay 14 hién nhién. Cudi

cung, ta dao nguoc phép chiéu dé€ duoc 101 giai cua bai toan ban dau.
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Tién trinh trén khong chi dung dé giai cac bai toan ma con dung dé kham pha cac sy kién moi.
Chung ta bién d6i mot co cdu toan hoc cho trude thanh mot co ciu méi. B?mg cach khao sat co ciu mdi,
chung ta phat hién vai tinh chat ctua né. Rdi ching ta dao nguoc phép bién d6i dé c6 tinh chat tuong tng cua
co cau ban dau. Ky thuat nay dugc cac nha toan hoc ua ding, c6 thé goi tén 1a kjf thudt bién doi-khdm phda-
dao nguoc.

Trd lai vi du cudi cung vua néu, ta nhé réng qua phép chiéu p, mot dién tich A s& thanh mét dién tich
A'= Acos0 vdi 0 1a goc ciia mit phang chira hinh A va mit phing chiéu. Trong phép chiéu hinh elip ¢6 nira
d6 dai hai truc 1a a va b thi goc chiéu 1a cos® = b/a. Goi A va A'1a dién tich tam giac cong trudc va sau khi
chiéu, theo hinh hoc so cép ta 6 :

A'=b(f3 -72)
Suy ra:
A= AVcosd =bX(~/3 - n/2)(a/b) = ab(/3 - 7/2)
Chung ta da khéo 1¢o tim dugc dién tich tam giac cong gidi han boi cac elip.

Mot thanh qua vi dai nhat, phong phi nhat va duoc phat trién dén cip d6 cao nhat sinh ra tir ki thuat
-giai-ddo nguoc ma cac nha toan hoc da phat minh ra chinh 1a mén hinh hoc giai tich. It c¢6 kinh nghiém hoc
tap nao gy 4n twong hon cho hoc sinh trung hoc khi 1an dau duoc tiép xtic voi phuong phap madi mé va day
uy luc ctia mon hoc nay va sir dung dé giai nhitng bai toan hinh hoc ¢ dién - boi vi that ra hinh giai tich 1a
mot phuong phap hinh hoc hon 1a mdt nganh hinh hoc.

Tinh tay cta phuong phap nay, néu xét trén mit phang, nhu chung ta nhé lai, 1a viéc twong tmg mot
cap so thyc véi mot diém trong mat phang, tir d6 twong mg mot dudng cong trong mit phang véi mot
phuong trinh giita hai bién, nghia 1 véi mdi duong cong trong mit phing c6 mot phuong trinh hoan toan xac
dinh f(x,y) = 0, va nguoc lai. Tur d6 mot tinh chét giai tich hay dai s6 cua phuong trinh f(x, y) = 0 s€ tuong
ung mot tinh chét hinh hoc cua duong cong lién két. Nhiém vu di chiing minh mét dinh 1i hinh hoc bién
thanh viéc di chimg minh mot dinh 1i dai s hay giai tich. Va hon nira, mot két qua dai s6 hay giai tich nguoc
lai din dén mot phat hién hinh hoc méi mé va bat ngd. Hinh giai tich do d6 da trd thanh mot phuong phéap vo
cung hiéu sudt, vira dé giai toan vira dé tim ra nhitng két qua méi trong hinh hoc.

Giita cac nha viét str khong c6 nhat tri cao khi vinh danh ngudi ddu tién phat minh mén hinh giai tich
cling nhu nam khai sinh mén hoc nay. Su khac biét déu ndm & chd khong théng nhit vé cau hoi: yéu td gi tao
thanh mon hinh giai tich. C6 ngudi cho rang ngay thoi ¢ di c6 mén nay roi, vién dan rang khai niém xéac
dinh mot diém bang phuong phap toa do da duoc cac nguoi Ai cdp va La mi tir xua da dung khi do dac dat
dai va v& ban d6. Nhung muc tiéu cia hinh giai tich 1a dung cac cong cu giai tich hay dai sb dé phat hién
nhirng tinh chat hinh hoc nén mén nay chi dugc coi 13 hinh thanh ¢ vao thoi khic ma su phat trién cac ki hiéu
truou tuong va phép tinh dai s6 da dat dén mot trinh d6 nhét dinh.

Do d6 da s6 cac sir gia déu cho rang dong gop quyét dinh 1am nén hinh giai tich xay ra vao thé ki 17
do hai nha toan hoc Phap 1a René Descartes (1596-1650) va Pierre de Fermat (1601-1665). Chic chén 1a chi

khi ¢6 su tham gia cta hai guong mat kiét xuat nay thi hinh giai tich mé&i c6 b mit nhu chung ta di biét.
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DPong gop ban dau cua hai nhan vat nay duoc vinh danh 1a MOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN
HOC.

Tuyén bd cua Descartes vé phat minh nday duoc 6ng phat biéu trong mot trong ba phu luc cua tac
pham Ludn Vé Phwong Phdp Suy Ludn C6 Li va Tim Chdn Li trong Khoa Hoc dugc xuat ban nim 1637.
Chinh trong phu lyc thir ba, c6 twra Hinh Hoc, chira dung dong goép cia Descartes vao mén hoc maéi khai sinh
nay. Phu lyc nay bét dau bang viéc giai thich mot sb nguyén tic vé hinh dai sé va chimg to6 mot budc tién rat
xa dbi v6i nguoi Hi lap. D6i v6i nguoi Hi lap, mot sé 1a do dai
mot doan, tich hai s 1a dién tich mot hinh chit nhat, tich ba sb 1a
thé tich khdi hop chir nhat. Dén day thi nguoi Hi lap ding lai.

V6i Descartes, trai lai, x* khong goi y mot dién tich,
nhung 14 s6 hang thir tu trong i 18 thire : 1 : x =x : x%, va do d6 ¢o
thé biéu thi bang mot doan c6 thé dung dwoc d& dang néu biét x.
Dung doan thing don vi ching ta c6 thé, bing cach nay, biéu thi
bat ctr Ity thira bac bao nhié€u di nita cua mot bién hoic tich cac
gia tri clia nhiéu bién bﬁ?mg do dai mot doan théng va thatra la

dung d6 dai doan thing d6 bang cong cu Euclidean khi gia tri

dugc gan cho bién. V&i phuong phap sé hoa hinh hoc nhu thé,
Descartes, trong tiéu luan Hinh Hoc cua ong, ong da vach trén mdt truc nhitng gia tri X va trén mot truc khac
nhirng gi tri y va dung nhitng diém c6 toa d6 x , y thoa min mot dang thirc nao d6. Vi du véi dang thirc y =
x°, thé thi v6i mdi gia tri cia x, chung ta c6 thé dung nhimg gia tri y nhu 1a nhitng sé hang thir tu cua cua ti
s6 trén. Descartes quan tam dic biét dén viéc tim phuong trinh nhitng dudng dugc xac dinh bang dong luc
hoc.

Cung lac véi Descartes
dang tim cach xay dung
nhimg nén tang cua
hinh giai tich hién dai,
mén hoc nay cling
chiém dugc sy quan
tdim cua Fermat. Ngay
trong buc thu gdi cho
Roberval nam 1636,
trong d6 6ng cho biét ¥

tuong Ong trinh bay da
Fermat va dudng xodn ¢ mang tén 6ng

duogc ong thai nghén cach d6 bay nam. Nhiing chi tiét cua cong trinh di dugc xuét ban dudi hinh thic di cao

sau khi 6ng mat. Trong do6 ta tim thiy phuong trinh téng quat cia mot duong thing, duong tron, va cac ludn

ban vé hyperbol, élip va parabol. Trong mot tic pham viét vé tiép tuyén va dudng bac hai hoan tit trudc nam
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1637, Fermat da dinh nghia mot cach giai tich nhiéu duong cong méi. Khi Descartes dé nghi mét it duong
cong méi, sinh ra boi chuyén dong co hoc thi Fermat lai dwa ra nhiéu duong cong méi dinh boi phuong
trinh dai s6. Nhitng duong cong x™y" = a, y" = ax™ va r" = a con dugc hiéu 1a cac dudng hyperbol, parabol
va duong xodc ¢ Fermat.

N6i khéc di Descartes bit ddu bang tap hop diém rdi sau d6 di tim phwong trinh ciia nd, con Fermat
lai bat dau bang phuong trinh rdi sau d6 méi nghién ctru tap hop diém lién két véi phuong trinh nay. Day 1a
hai mit ddi nghich nhau ctia nguyén tic co ban ctia hinh giai tich.

Dé ddi chiéu phuong phép tong hop ciia hinh hoc ¢b dién va phuong phap phan tich méi hon cia
hinh giai tich, ta xét dinh li quen thudc :

Trong mot tam gidc cdc trung tuyén dong qui tai mot diém, diém nay chia moéi trung tuyén theo ti s6

2:1 ké tir dinh.

O hinh c4p 2 hoc sinh d3 biét cach chimg minh dinh li nay, trong d6 ta phai v& thém cac duong phuy ,
va qua trinh ching minh that khong dé& dang. Nhic lai
cach chimg minh thuong nhu sau :

Goi G 1a giao diém cua trung tuyén BE va CF va
M, N lan luot 1a trung diém cua BG va CG. Poan FE song
song va bang ntra BC vi FE 1a duong trung binh cua tam
giac ABC. Tuong ty MN ciing song song va bang nira BC
vi MN la duong trung binh cta tam giac GBC. Do d6 EF
va MN song song va bang nhau, suy ra MNEF 1a hinh
binh hanh. Do d6 : MG = GE va NG = GF. Vay hai trung

tuyén BE va CF cét nhau tai mot diém chia hai trung

tuyén theo ti s6 2 ké tir dinh dén trung diém twong tng. Vi
tinh chat nay ding véi bat cir cap trung tuyén nao nén suy ra ba trung tuyén dong qui tai G xac dinh nhu trén.
Diém G duoc goi la trong tAm tam gidc.

Phép chimg minh trén phai cong nhan 1a ¢6 tinh thAm my, nhung khong phai dé dang dé nghi ra,
nhét 1 ¢ khau vé thém diém phy, dudng phu, thuong doi héi mot
trinh d6 diéu luyén nhat dinh. D6 chinh 1 ric réi thuong gip cua
phuong phap tong hop - nguoi ta khong biét bat dau tir dau, va
nhitng budc giai tiép theo nhu thé nao. Mbi bai toan thuong la
nhitng tinh hudng xtr li khac nhau va doc ddo. Do do phuong
phap tong hop doi héi mot qua trinh luyén tip va thuc hanh lau
dai méi dat dén mot trinh do nhét dinh nao do.

Bay gio ta hiy chting minh lai dinh 1i trén bang phuong
phap phan tich cta hinh giai tich. Pat tam giac trong hé truc vdi

cac dinh A, B, C c6 toa do (a;, a), (b, by) va (cy, cz). Hay tim

toa d6 diém G chia trung tuyén AD theo ti s6 2:1. Tét ca chung ta can 1a cong thirc diém chia doan theo mot
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ti s8 cho trudc nhu sau: Néu P 1a diém trén doan MN sao cho MP/PN = t/s thé thi toa d6 P cho boi :
p1=(sm; +my)/(s + 1) ; pa = (smy + rmy)/(s + 1)
trong do6 (m;, my) va (ny, n,) la toa d6 cia M va N.
Str dung cong thirc nay, ta dugc toa do cua trung diém D 1a:
di=(b;+¢c)2;dy=(by+ )2
Str dung 14n ntra dé tim toa d6 diém G sao cho AG/GD = 2/1, ta dugc :
g =(a; +2d)/3=(a+b;+c)3;
2 =(a, +2dy)/3=(ay + by +¢y)/3;
Céc biéu thirc nay nhu nhau d6i véi cac toa d6 A, B, C, do d6 co thé khiang dinh diém G nay ciing 1 diém
chia cac trung tuyén BE va CF theo cung ti s6, tirc dinh li dwoc chimng minh.

R& rang cach chimg minh bang phwong phéap nay d& dang hon. Ta chi dat cac ddi twong trong mot hé
truc, roi st dung cong thirc ¢ sin dé tim toa do diém, phuong trinh dudng . . . Cac budc tién hanh déu minh
bach va lic nao ciing nhu vay dil cac bai toan c6 khac nhau. Ching minh ba dudng dong qui bang hinh cb
dién c6 nhiéu cach khac nhau, mdi bai lai van dung mét kiéu chimg minh khac. Nhung trong phwong phép
méi ndy, ta chi viéc tim phwong trinh cac duong rdi tinh toa do giao diém dé két luan.

Ciing vay bai toan chimg minh ba diém thing hang trong hinh hoc cb dién 14 bai toan da dang day
thach thirc v6i nhiéu kiéu giai, nhung trong hinh giai tich, ta chi c6 mot cach l1a tim toa do cta chung rdi
chtng minh cac toa do iy thoa man mot phuong trinh bac nhit 13 phuwong trinh mot dudng thang. Bu lai, dé
lam chu phuong phap méi nay, ching ta phai thong sudt cac cong thic va phai that tinh xao trong k¥ ning
tinh toan.

DPinh li trén da dugc mé rong trong hinh khong gian, duoc biét véi tén dinh 1i Commandino (1509-
1575). PBoan ndi dinh t&r dién véi trong tdm mat ddi dién goi la trung tuyén cua tir dién. Pinh 1i Commandino
n6i : Trong mot ti dién bon trung tuyén dong qui tai mot diém, diém nay chia moi trung tuyén theo ti s6 3: 1
ké tir dinh.

Chung ta déu biét rang trong hé truc khong gian, cac cong thirc toa do ciing khong khac. Do d6 cach chimg
minh cii ¢6 thé ap dung trong tinh hudng mé rong nay dé dang. D6 1a thém mot wu diém ciia phuong phép
hinh giai tich.

Tom lai phuwong phap hinh c¢b dién thi my 18 hon, ling man hon, sau sac hon va ciing kho nim bt
hon trong khi phuong phap hinh giai tich thi bao quat hon, chan phuong hon, uy luc hon va ciing than thién
hon. M6t nha hinh hoc ¢6 ban lanh luén str dung ca hai phuong phap mot cach linh hoat dé giai quyét cac bai
toan ctia minh.

Trong quyén Todt Yéu Eudemian, Proclus (410-485) ké chung ta ring Ptolemy Soter, vua dau tién
ctia Ai cap va ngudi thanh 1ap Bao tang Alexandria, d3 bao trg cho truong biang viéc hoc hinh hoc & d6 duéi
sy giang day cia Euclid. Ong ta thdy hinh sao ma khé, bén hoi thiy minh: Cé con dudng nao khac dé hon dé
hoc hinh khéng?" Euclid trd 16i: "Thua bé ha, ¢ ngoai doi c¢6 hai loai duong, dudng danh cho thtt dan va
duong danh cho hoang tdc. Nhung trong hinh hoc khong cé dudng riéng danh cho bac vuong gia." Vi nhiéu

hoc sinh gioi dai s6 hon hinh hoc nén phuong phap hinh giai tich c6 thé coi 1a "con duong danh cho bac
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vuong gia" trong hinh hoc ma Euclid nghi 13 khong ton tai.

Ciing twong tu nhu viéc qua tdo roi da khién Newton nghi ra luc hap dan cua trai dat, nguoi ta ké
mot sy kién xay ra khién anh chdp hinh giai tich 1oé 1én trong dau cua Descartes mot budi sang som khi con
nam trén giudng. Nhin chd rudi bo trén trin nha gan goc phong, 6ng chot phat hién rang duong di ciia chu
rudi c6 thé duoc moé ta néu ta biét dwoc hé thirc lién hé giita khoang cach cua chu dén hai birc tuong phong

lién tiép. Giai thoai khong biét c6 that khong nhung ding 1a ¢ gia tri su pham cao.

Tham khéo 1: Tiéu st Descartes

Tham khéo 1: Tiéu st Descartes
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21. Trat tu trong sw hén loan

Trong nhimng loai xuwong ciu tao nén bd khung xwong phuc tap va tinh vi ciia ban chan 1a phan
xuong nam trong got chan ngay phia trén xuong talus, goi 1a xwong sén. Trong loai ngudi hodc cac dong vt
cao cip co xwong ban chan phat trién, xuwong sén c6 hinh dang hoan toan khong déu dan, nhung trong loai co
mong, nhu triru, d€, huu nai, xuong sén ¢6 hinh hoi ddi xung, tiét dién gﬁn nhu vudng voi hai dau bo tron,
mot dau hoi 16, dau kia hoi 16m. Nhitng phan xuong nay dic chic va khong co tity, cimg va bén chic, dang
dap co hinh khdi véi cac ria kich thudc khoang hai phan hoic it hon, c¢6 thé danh bong lén.

D6i v6i cac nha khao cb khai quat cac di tich tién sir, thong
thudng ngudi ta hay tim gip mot bo suu tap dang ké cac loai xuong
sén cua loai dong vat c6 moéng, va d61 khi cd6 mot s6 hon da nho ¢o6
mau sic khac nhau. Hinh nhu c¢6 li khi &c doan ring nhitng ménh
xuong va nhitng hon d4 séi nay c6 thé da duoc cac ngudi tién sir dung

de khac ghi, danh dau cac s6 dém, va ciing c¢6 thé la cac do6 choi cho

con chau ho.

Trong khi cach sir dung xuong sén nhu da néi trén trong quan thé cac
ngudi tién st chi 13 e doan, thi viéc nhitng nguoi Babylone va Ai cap, nguoi
Hi lap va La ma thoi truéc Cong nguyén, dung xwong sén dé 1am d6 choi cho
tré em 1a diéu chac chin. Chiing ta biét ring nhiing hoc sinh choi véi ching
moi lac, moi noi, thinh thoang giit can bang 4 khuc xwong sén trén cac khép
ngon tay, réi ding ngén tay vay chung 1én khong va rdi c¢b bt lai khi ching roi
xudng. Clng viy, quan sat cic birc v& trén binh hoa, nguoi ta thiy cac khuc

xuong sén thuong dugc ném vao trong mot vong tron vé trén mat dat, giong

nhur ngay nay cic em choi bin bi. Tir tridu dai ddu tién & Ai cap (khoang 3500 :
trugec Cong nguyén), xuong sén duge ding trong nhiéu tro choi. Cac tré em ngay nay & Phéi:) VE‘I-Y van con
choi nhiing trd voi xuong sén, va 1€ di nhién xuong sén dugc thay bang cac thé kim loai, c6 thé mua & cac
tiém trong lang.

C6 phai trd co bac phat trién tir tro choi, hay tir viée danh ca va
rt tham, hay tir viéc boi toan va chiém tinh hodc sim truyén? Trong bét
ctr truong hop nao, khoang 1200 B.C. , hot xuc sic da tién hoa thanh
mot nhén té tao ngiu nhién thich hop hon 13 ném khuc xwong sén. N6
dd xuit hién ddng thoi tai nhidu phan khac nhau trén thé gisi, va diéu
chic chin r::ing hot xtc sdc dau tién dugce 1am bﬁng cach cha tret hai mat
tron ddi dién nhau cua xuwong sén. Cac mat cua hot duwoc danh diu sau

d6 bang cach khoan cac vét 16m tron tir 1 dén 6.
Tro co bac gén voi hot xuc sic don gian va tuy nhién nhét chic chin bat dau bﬁng cach ném hot, va
ngudi choi chi cha y dén may rui hay xac suat khi tinh tong cic mat s6 hién 1én khi ném mot hay nhiéu hot.

Do d6, mic du cac nha triét i Hi lap thoi ) cling ban luan d6i chut vé qui luat tat yéu va tinh ngﬁu nhién,

www.hoctoancapba.com.vn Page 65



Thoi Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

nhung dung ra 1 chinh nhimg nd luc tinh toan d6 may rui trong trd danh bac chinh 1a ngudn gbc cta phép
tinh xac suat.

That khé cho céc nha toan st gidi tich sy cham tré ra doi ciia mon tinh xac suat. Co 18 1a phai doi cho
dén khi mot hot xac sdc “vo tu” ra doi, nghia la hot suc x4c ma sy xuit hién 6 mat déu c6 co hdi xay ra nhu
nhau, chtr ném mat cai xuwong sén 16ng chdng hay mot miéng gd hodc nga thi do xac suét ciia cac mit khong
thé tinh dugc .

Ching ta biét rang cac vua La mi ciing nhu giai cdp gidu c6 déu mé dénh bac. Chang han vua
Claudius (10 B.C. - 54 A.D.) gianh nhiéu thi gio d6 hot xtc sic va con viét mot cudn sach tuya la Lam Thé
Nao Pé Thing Khi Pé Hét, rat tiée da that truyén. Nhung su khai sinh cia mon khoa hoc tinh d6 ngiu nhién
khong xay ra cho dén thoi Phuc Hung, khi kha niang viét va tinh sb da luu truyén rong ri, va dai s6 hoc co
ban di phat trién.

Nhung mai dén cubi thé ki thir 15 va dau thé 1i 16 mdi bat dau co nhitng nghién ctru toan hoc thuc su
vé khoa hoc xéc suét, khi c6 mot sb nha toan hoc Y ¢b géng tinh d6 may rui trong mot s6 tro choi, trong do
c6 tro db hot. Cardano (1501-1576), nhu ta dd gip trong bai 16, c6 viét mot cAm nang ngén trong d6 mot s6
dang dap don gian cua xac suét toan hoc dugc dé cap. Nhung hau hét mdi ngudi déu cong nhan ring mot bai
toan c¢o6 thé duogc vinh danh la nguén ¢0i cua khoa hoc xéac suét 1a bai toan goi 1a bai toan tinh diém. Bai toan
yéu cau xac dinh phan chia tién dit cugc khi ngimng mot cudc choi may rui giita hai ngudi choi dugc gia sir
13 ngang tai nhau, cho biét s6 diém ciia mdi ngudi tai thoi diém ding cude choi va sé diém can thiét dé thing
cudc choi. Huynh Luca Pacioli (1445-1509), trong quyén Suma phd thong ciia ong, 14 mot trong céc tac gia
dau tién gidi thi€u bai toan tinh diém trong mot tac phém toan hoc. Bai toan sau d6 dugc Cardano va
Tartaglia tham gia. Tt ca ho déu di toi nhitng két luan khong ding dan.

Mot su tién bd thuc su chi xay ra khi bai toan dugc dua dén Pascal vao nam 1654 tur tay ngai Méré,
mot tay danh bac nhiéu kinh nghiém va c6 ning lyc. Ong nho tai ning cta Pascal vi 6ng nhan thdy suy lun
va tinh toan ctia minh vé bai toan khong phit hop véi thuc té. Pascal to ra quan tdm véi bai toan va trao d6i
thu tir vi Fermat. Tir d6 bat ddu mot cudc trao d6i thu tin gifia hai nha toan hoc trong d6 mdi nguoi cé cach
giai bai toan khac nhau va cung la cach giai dung. Chinh qua cudc trao doi thu tir ndy ma Pascal va Fermat
déu 1a cac ddng sang lap nganh toan hoc vé 1y thuyét xac suit dang dwoc vinh danh, danh ddu MOQT THOI
KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC.

www.hoctoancapba.com.vn Page 66



Thoi Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

Pascal sinh nim 1623 trong mién Auvergne ctia Phap va tir bé da boc 16 mot niang khiéu toan hoc phi
thuong. Khi chi 12 tudi, hoan toan tu hoc, 6ng di kham phé nhiéu dinh 1i hinh so cdp. Lic 14 tudi, 6ng di 1a
thanh vién trong mot nhdém céac nha toan hoc gap gd nhau hr:ing tudn, va sau nay, nam 1666, tr¢ thanh Vién
Han Lam Phap. Nam 16 tudi, ong da kham pha, trong nhiéu thanh tyu, dinh li v& luc giac “ than bi” phong
phu khac thuong trong mén hinh hoc hoa hinh. Vai nam sau, 6ng sang ché ra may tinh cong dau tién va bat
dau ap dung tai nang kiét xuét vao lanh vuc vat 1 va co hoc. Nam 1648, ong trudc tac mot toan luan suc tich

vé hinh hoc hoa hinh, nhung da lac mét.
Hoat dong ctia mot tai ning som phat trién va xuét

‘ \ pham nay da ngung lai thinh linh vao nam 1650, khi, vi suc

S : ", khoé kém, Pascal quyét dinh tir bo téban hoc va khoa hoc dé
r'r; 1'\- a7 Ny I' h'\. A A \ , A A .y - A
/ N Tk * chuyén tam vao cac suy nghiém ton gido. Ba nam sau, tuy vay
n'r‘l ,-"J y ", ""a
+ -

I

1 . , A Nt . < 5 r
; -~ i ; ., % ong trd lai toan hoc trong mot thoi gian ngan ngui, trong do

]

I

o ong vi€t cudn Traité du triangle arithétique (Luan vé tam giac

¥
- u L £ v ~ 1k A , A s
N s0 hoc), ma chiing ta s& thay sau diy, dong mot vai trd quan

Trong mét luc gidc noi tiép trong trong trong mon xac suat ma ta dang ban dén. Ong tién hanh

mdt conic, cac giao diém clia cac nhiéu thi nghiém vé 4p suit cua chat long, dua dén phat minh

canh doi thi thang hang. vé sirc ép thuy luc, va don vi ap suit dugc mang tén 6ng. Roi

dén nam 1654, bit dau cudc trao ddi thu tir lich st dé hinh thanh 1y thuyét va toan xac suét.

Vao cudi ndm 1654, sau mdt tai nan khi chiéc xe song ma dam sam vao thanh cau da giét chét ca hai
con ngua ngay tai chd, 6ng bi thwong ning noi nguc, va thoat chét trong gang tac. Pascal nghi rang minh da
nhan dugc mot mac khai tr Thuong bé, phan r?mg viéc Ong quay trd lai toan hoc va khoa hoc da lam Ngai
phat y. Ong ngoan ngoén tré vé voi than hoc.

Chi mot lan duy nhét nita 1a vao nam 1685, Pascal trd lai v6i toan. D6 1a dao ong dang bi nhtrc rang
kinh khiing, mot ¥ tuéng hinh hoc 16e 1én trong dau, va chiéc rang dang dau bong ngimg hanh ha 6ng. Cho
ring day 1a y Chuia, ong dui du tam ngay lién vao toan dé phat trién y twéng vira manh nha, va mét tiéu luan
vé duong cycloid ra doi.

Nhitng Ld Thw Thén Qué va Tu Twong 1a cac tic pham ndi tiéng cia Pascal, ban vé cac van dé ton
gido dugc 6ng viét vao nhitng ngay cudi cia cudc doi ngin ngui cua minh, ngdy nay duoc coi 14 kiéu mau
cua van chuong cd dién Phép. Ong mat tai Paris sau mdt con bao bénh kéo dai vao nim 1662 & tudi 37 non
yéu.

Trai voi cude doi ngan ngui, day vo va ludn théng kho vi cac con hoang tudng ton gido cua Passal,
cudc doi cuia Fermat twong ddi dai, binh an, sung man va hau nhu hoat dong lién tyc. Ong sinh & Beaumont
de Lomagne gan Toulouse ctia Phap, vao nam 1601(?), con mot thuong gia giau co, luc nhoé ciing hoc ¢ nha
nhu Pascal.

Néam 1631, Fermat 1ap nghiép tai Toulouse vo6i chitc danh ty vién hoi déng thanh tra, va nam 1648
duoc dé bat dén chire ¢d vin Nha vua tai nghi vién dia phuong. Trong chtic vu nay, 6ng lam tron trach nhiém

v6i su can trong va ti mi cua mot ludt su vé huu nhiin nhudng, va danh tron thoi gian ranh 1oi dé nghién ctru
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va sang tao toan hoc. Mic du luc sinh thoi 6ng it khi xudt ban cong trinh nghién ctru ciia minh, ong lai
thuong trao ddi thu tir khoa hoc voi nhidu nha toan hoc hang dau cua thoi dai, va do d6 c6 anh hudng rat
nhiéu voi ngudi duong thoi.

Fermat da lam giau cho nhiéu nganh toan hoc véi nhidu dong gop quan trong, duoc danh gia 1a nha
toan hoc Phap vi dai nhit cua thé ki 17. Trong bai trudc, ching ta duoc biét ong 1a ddng sang 1ap nganh hinh
giai tich, trong bai nay chiing ta s& biét dén 6ng nhu ngudi dit nén tang cho ly thuyét xac suét, va trong bai
sau chung ta s& thiy phan dong gop cta ong vao su phat trién khoi thiy cia mon vi tich phan ciing rat dang
ké. Nhung trong nhiing dong gdp khac nhau cta ong cho toan hoc, dong gop ndi bat nhat 1a sy xay dung 1y
thuyét s6 hién dai, mot nganh toan hoc trong d6 dng boc 16 mot ning khiéu phi thudng va mot niang lyc an
twong va dang kinh ngac, dit 6ng 1én tim nhing nha Iy thuyét s6 hang dau ciia moi thoi.

Fermat mét tai Castres dot ngot nam 1665. M9 ong, lic dau dat tai Nha Tho Augustines ¢ Toulouse,
sau d6 da duoc doi dén bao tang dia phuong.

Chung ta hdy tré v& bai toan chia diém, tim hiéu cach giai ciia Fermat va Pascal trong thu tir trao d6i
ctia ho nam 1654, bit dau mot nghién ctru nghiém tuc vé x4c suét. Truong hop minh hoa bdi hai nha toan
hoc Phép 1 trong d6 ta tim cach chia tién dit cugc trong trd choi gitra hai dbi thu ngang tai A va B khi d6 A
dang can thém 2 diém nira dé thang con B can thém 3 diém ntra dé thang. Trudc tién ching ta s& xem cach
giai ciia Fermat, cach nay don gian hon, cu thé hon; con cach giai cua Pascal thi tinh té hon va c6 thé téng
quat hoa duoc.

D@ thiy rang phai can bdn luot choi nita s& phan thing bai. Fermat goi a 13 luot choi ma A thiang
diém va b 1a lugt B thing, c6 16 hoan vi cac kha ning c6 thé xdy ra la:

aaaa aaab abba bbab

baaa bbaa abab babb

abaa baba aabb abbb

aaba baab bbba bbbb
trong d6 c6 11 truong hop A thing 2 luot trd 1én va thang cudc choi trong khi chi ¢é 5 truong hop B thing 3
luot tré 1én va thing cude choi. Do d6 ti 18 tién dit cuge trong tinh hudng nay phai dugc chia theo ti 18 1a
11:5. Trong trudng hop tong quat, néu A can m diém dé thing va B cn n diém dé thing, ta liét ké 2m + n —
1 cac hoan vi ¢ thé xdy ra giira hai chit a va b ldy dang m + n — 1 1an. Sau d6 tim sb a cac trudng hop trong
d6 a xuét hién it nhat m 1an va dém sb B cac truong hop b xudt hién it nhat n 1an. Ti 1¢ chia tién dat cuge 1a
o/B.

Pascal gii bai toan chia diém bang cach ding “tam giac s6 hoc”, mot tam giac sé gom cac day sé da
duogc ong trinh bay trong Traité du triangle arithmétique, mac du chi dugc in vao nam 1665, da dugc ong
viét tir nam 1653. Ong xay dung “tam giac s6 hoc” ctia minh nhu trong hinh 1. Bat ¢t phan tir nao (tir hang
thir hai tro xudng) déu 1 tong cua tit ca phan tir & hiang ngay trén va & vé bén trai cia phan tir d6. Chang han
o0 hang thor tu: 35=15+10+6+3 + 1

Ta tao mot tam giac, c6 bac nao do, béng cach ké mot duong chéo nhu trong hinh. Cac hoc sinh ¢co

thé nhén ra 1a cac sb hang ctiia dudng chéo chinh 1a cac hé sb lién tiép trong khai trién nhi thirc Newton. Vi
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du, cac s6 & doc theo duong chéo tht 5,1a 1, 4, 6, 4, 1 1a cac hé sb cua khai trién (a+ b)4. Pascal dungcac sb

hang ctia tam giac nay d€ tim cac h¢ so ctia nhi thirc. Ong cling dung n6 dé tim so to hop n chép r vat, ki

hi€u: C(n, r) =n!/r!(n —r)! (¢ VN, ching ta dung ki hi¢u C: ), trong d6 n! =n(n— 1)(n - 2)...3)2)(1).

11
1
1 2 1 21
1 3 I 3 31
4 /10 20 35 56 L4 6 41
1 5 10 10 5 1
5 15 35 70 126 1 6 15 20 15 6 1
1 6 21 56 126 252

Ta c6 thé chimg minh d& dang rang cac s6 hang doc theo duong chéo thi 5 lan luot 1 :
C4,4)=1,C4,3)=4,C4,2)=6,C(4,1)=4,C(4,0)=1.

ViC4,4)la s6 cach dé duoc 4 chir a, C(4, 3) la sb cach dé dugc 3 chir a, . . ., suy ra dap s6 can tim
la:

[C4,4)+C(4,3)+C(4,2)]:[C4, 1)+ CH4,0]=(1+4+6):(4+1)=11:5.

Trong trudng hop tong quat, néu A can thém m diém va B can n diém dé thing, ta chon dudng chéo
tha m + n cta tam giac s6 hoc nay, roi tim tong s6 o ctia n phan tir dau tién va tong B ciia m s6 hang cudi cia
day sd trén duong chéo. Ti 18 chia 1a ou/B.

C6 nhiéu hé thirc gifra nhitng sb cua tam giac sb hoc, mot sb nay duoc phat hién boi Pascal. Pascal
khong phai 1a ngudi dau tién tao ra tam giac sb hoc. Tam giac loai ndy da dugc ngudi Trung hoa va Ba tu
biét dén vai thé ki truéc. Nhung vi nhiéu tinh chat ciia tam giac dd dugc Pascal tim ra va 4p dung chiing nén
tam giac nay thuong dugc goi la tam giac Pascal. Qua tiéu ludn ciia Pascal vé tam giac, 6ng da trinh bay lan
dau tién phuong phap quy nap toan hoc.

Vi viéc giai bai toan chia diém ma Fermat va Pascal d3 trao ddi qua thu tin, MOT THOI KHAC
TRONG DAI CUA TOAN HOQC duge vinh danh va mot 1y thuyét toan hoc méi vé xac suét di vao bé phong.
Niam 1657, mot thién tai toan hoc Ha lan tén Christiaan Huygens (1629-1695) viét mot chuyén luan vé xac
suét, dua vao cac thu tin cia Pascal-Fermat. Tiép theo 1a di cao cua Jacob Bernouilli xuét hién nam 1713,
phat trién cac cong trinh ciia Huygens 1én mot tim cao méi. Sau nhitng nd lyc tién phong nay, chu dé xac
suét duoc nhiéu tai nang nhu De Moivre, Daniel Bernouilli, Leonard Euler, Louis Lagrange, Laplace, va con
nhiéu nhiéu nita tham gia va phat trién.

That 1a mé hodc va dong thoi ciing phan nao dang kinh ngac khi nhan ra ring cac nha toan hoc co thé
phat trién mot nganh toan hoc trong d6 cac qui luat c6 1y ¢6 thé van dung vao nhitng tinh hudng chi dwa vao
yéu t6 may rui. Nganh khoa hoc nay lai rat thuc té, né 1a ngdn ngit cia moi nghién ctru, nd di x4m nhép vao
céac nganh xa hoi, sinh hoc, gido duc, kinh té, quan li doanh nghiép, gia tri cua n6 da dugc chung thuc qua sy
ton tai ciia vo s6 cong ty bao hiém limg danh, V& nganh khoa hoc xac suit ndy, nha toan hoc Phap ndi tiéng

Laplace nhan xét rang, mdc du nd bat dau bang mot vai nhén dinh trong céc trd choi may rti tdm thuong, nd
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da tré thanh mot trong nhitng 1anh vuc quan trong nhét cua kién thirc nhan loai. Con nha li ludn va kinh té
William Stanley Jevons (1835-1882) cho rang no6 1a “mot kim chi nam cua cudc séng va it khi ndo chung ta

di mot bude hodc 1dy mot quyét dinh ma khong lam mot phép tinh dung hay sai vé xac suat.”

Tham khéo 1: xem thém tiéu st Pascal

Tham khao 2: xem thém vé& tam gidc Pascal
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23. Nhuw Pong Va Mé Cira

Ta nén nho rang phép tinh tich phan xuét phat tir thoi Hy lap ¢ trong nd luc tim ra cong thirc tinh
dién tich, thé tich va do dai duong cong. Y tudng la, néu xét vé dién tich, xem no 1a gia tri gﬁn ding cua
nhiéu, rit nhiéu manh nho hinh chit nhat ghép lai. St dung thudt nglr mdi, ta noéi dién tich 1a gidi han cua
tong dién tich cac miéng nay khi s cac miéng d6 tang 1én v6 han va chiéu rong ciia cic miéng tién dén 0.

V6i sy xuat hién ciia hinh giai tich vao thé ky mudi bay, van d& cudi cung da hinh thanh nhu sau:

Cho y = f(x) ¢ do thi 1a mot dudng cong lién tuc nam phia trén truc Ox trong hé truc vudng goc
Oxy. Xét dién tich A ctia phan gidi han boi truc Ox, dd thi y = f(x), va hai duong thing x = a, x = b. Chia
dién tich nay thanh n miéng théng dirng co chiéu rong Axy, AXp , ..., Ax;, ..., AX, . Trong moi miéng ta
chon mét tungdd : f(x,) trong miéng thir nhét, . . ., f(x;) trong miéng thr i . . . Tong céac dién tich cia n miéng

chir nhat 14 gia tri gin ding cua dién tich A:

D L)AX = f(x0).A%; + f(xa). A%z + . . .+ f(x,). A,
i=1
Vadiéntich A la:

n
A=lim Y f(x)Ax,
n — © i=1
Ax, —> 0
No6i mét cach phong khoang, dién tich A 1a tong ciia v han hinh chit nhat vo cing mong. Véi ki
hi€u tich phan do Leibniz sang tao, dién tich A tr¢ thanh

mot ki hiéu rat quen thugc vdi ching ta:
b
A= j F(x)dx
a

n— o
Ax, —> 0
n

; b .
Va nhu thé ta co: J‘ f(x)dx =lim Z f(x;)Ax;
“ i=1

trong do f(x)dx la dién tich cua mdt miéng chir nhat vo

cling méng va chit Z cua ki hiéu dugc lay tir mau tu

dau cua tir sum nghia 13 tong cac miéng chit nhat ldy tir x =a dén x =b.
Phép tich vi phan dugc sang tao trong thé ky 17, nhur da dé cap trong bai trudc, dao ham dF/dx cia
ham s6 y = F(x) duoc dinh nghia nhu sau:
dFF . F(x+Ax)-F(x)
e

néu gi6i han nay ton tai. Gi6i han nay 1a d6 ddc cua tiép tuyén v6i d6 thi ham sé y = F(x) tai diém c6 hoanh

do x.
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Thoat nhin hinh nhu phép tinh vi phan va tich phan hoan toan khac nhau, mét cai dua vao tong vo
han ctia mot lugng vo ciing nho, con cai kia 1a gidi han ciia mot thuong ma tir va mau déu vo cung bé. Trong
ntra cudi thé ky thi 17, mot kham pha quan trong duoc tim ra, cho thiy hai ¥ tuong tudng nhu khac nhau
nay, vi phan va tich phan, that ra la nhitng phép toan nghich dao nhau, ciing nhu phép cong va trur, phép
nhan va phép chia. Sy kién dang kinh ngac nay dugc goi 14 dinh li nén tang cia phép vi tich phan, danh dau
MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC.

Chung ta hiy trinh bay van tit phép chimg minh dinh 1i nén tang ciia phép tinh vi tich phan. Xét tich

b
phén x4c dinh: J f(x)dx

trong do f(x) 1a ham s6 lién tuc va khong am trén doan [a; b]. Nhu di trinh bay, tich phan nay cé thé coi nhu
la dién tich gidi han boi dd thi y =1(x), truc Ox, x =a,x =b.

Bay gio ta xét dién tich gidi han bdi dd thi, truc Ox, x = a va mot duong théng di dong vudng gdc vai Ox tai
diém x thudc doan [a; b]. Dién tich nay phu thudc vao x, do d6 1a mot ham s6 theo x, ta ki hiéu ham sb nay la
A(x). Ta tim: dA(x)/dx.

Cho x ting 1én mot gia tri Ax, thé thi A(x) ting 1én mot gia tri AA (mién mau hong). D& thiy ring
dién tich nay nam gitra dién tich hai hinh chir nhat
c6 cung chiéu rong 1a Ax va co chiéu cao lan luot 1a
miny va maxy trong dé6 miny, maxy lan luot 13 gia

tri nho nhat va 16n nhat caa ham sb f(x) trén doan
[x , x + Ax]. Do d6 ton tai mot gia tri ; trung gian
gilta miny va maxy sao cho: AA = )_/ . Ax (dién tich

miéng hinh chit nhét vién den)

Suy ra: —
uy ra: =
y Yy

Khi Ax tién t6i 0 thi y tién t6iy, tir do:

A dA(x)
v A

Tac A(x ) 12 ham s6 c¢6 dao ham 1a f(x ).
Vi ¢6 vo sb ham sé déu c¢6 dao ham 1a f(x) va néu F(x) c6 dao ham 1a f(x) thi moi ham s6 c6 dao ham
1a f(x) déu c6 dang F(x) + C, C 1a mot hang sb tuy ¥. Do do:
Ax)=F(x)+C
Dé xac dinh s6 C nay, ta thiy rang A(x ) = 0 khi x =a , do do:
0=F(a)+C <=>C=-F(a)
vanhu thé A(x) = F(x) - F(a)
Dé tim dién tich A d4 x4c dinh ta chi viéc thé x = b va duoc :

A= A(b) = F(b) - F(a)
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. b o
Két luén: J f(x)dx =F(b) - F(a) trong d6 F(x) 1a mdt ham so bat ki ¢6 dao ham 1a f(x).

Ta chi F(x ) + C bang ki hiéu I f(x)dx va duoc goi 1a tich phan bat dinh cia f(x). RS rang tim mot tich

phan bét dinh 1a cong viéc nguoc lai véi viée tim dao ham, d6 1a hai phép toan nghich dao cling nhu viéc
dong cira va mo cira, viée cham day va rot can, phép cong va phép trir . . .

Trong chuong trinh ctia nhimng sach gido khoa gin day (trong dé ¢é VN : nguoi dich) ta dinh nghia
tich phan xac dinh 13 hiéu F(b) — F(a) trong d6 F(x) 1a mot tich phan bat dinh (hay nguyén ham cua f(x)). Va
nhu thé thi dang thuc:

[ Fodx = 1im Y fx)Ax,
Ax >0 =1
trudce day la dinh nghia thi bay gio tr¢ thanh dinh Li.

Tac dung ctia phép vi tich phan cho boi dinh 1i nén tang néu trén qua 16n lao dén su phat trién khong chi
clia toan hoc ma con dén tién bo ctia nén van minh, dén nbi ngay nay néu nguoi nao khong biét dén no, coi
nhu 13 ¢6 khiém khuyét vé hoc van.

Cong cu méi nay cd stc manh khong thé tin duge nham giai quyét nhimng bai toan di gay bé tic
trong nhiéu thé ky trudc ddy. Phuong phép cta né co thé ap dung dé tinh do dai duong cong, dién tich hinh
phfmg gidi han bdi cac duong cong, dién tich va thé tich cac khdi, dic biét 1a khdi tron xoay, cac bai téan cuc
tri, moi bai toan lién quan dén toc do bién thién, nhitng cau hoi hinh hoc vé tiép tuyén, phap tuyén, tiém cén,
bao hinh, va nhiing cau héi vé vat 1y nhu tde do, gia tdc, cong, nang lugng, luc, ap suit, trong tdm, quan tinh
va lyc hap dan. . .

That ra phai qua mot qua trinh dai tr Archimedes (trudc Cong Nguyén), Fermat , Pascal (1629), qua
Torricelli (1646), qua Gregory (1668), . . . rdi Barrow (1669) dén cudi cing, dudi thién tai cia Newton va
Leibniz, méi dot pha bung nd thanh dinh 1i nén tang cua vi tich phén, dua toan hoc 1én dén tim cao méi.
DPung nhu Newton di phat biéu mot cach khiém nhwong: “Néu téi c6 thé nhin xa hon nhitng nguoi khdc, dé
la boi vi toi da ding lén vai cua cac vi nhan”

Chic chan khéng ¢ chii dé nao trong téan hoc ma viée day né gy himg thi hon 1a day mon vi tich
phan. Nguoi ta thuong néi diia rang c6 thé nhan ra mot sinh vién dai hoc da hoc qua mon vi tich phan bang
cach quan sat mit anh ta: mit anh ta khong
con 16ng may nira. Vi phai tron mat mot cach
than phuc qua nhiéu lan khi chung kién qua
nhiéu tng dung dang kinh ngac cia vi tich
phén ma 16ng may cac sinh vién clt rudén Ién

cao mai roi bién mat Iuc nao khong hay.

xem tiéu st Newton xem ti€u st Leibniz
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24. Chudi S6 Liiy Thira

Céc hoc sinh trung hoc da timng gip cip sd cong va nhan trong gido trinh giai tich 16p 11. Hai diy s
nay 1a cac diy sb co ban va quan trong trong mot khai niém tong quat hon goi 1a day sd, va tong cac sé hang
ctia dy goi la chudi s6. Chiing ta hdy giai thich rd hon vé nhitng khao niém nay. Vi du,

1,4,9, 16,25
va
1,-x,x72,-x/3,x"4,-xI5
1a nhitng day so, trong khi d6
1+4+9+16+25
va
1-x+x72 - X3+ x4 - x/5
1a nhitng chudi s lién két vai day so.

Sd hang téng quat, hay $6 hang thir n, ctia mdt day s6 hodc mot chudi sb 14 mot biéu thire theo n, cho
biét cong thirc x4c dinh sd hang d6. Nhu trong vi du trén, s6 hang tong quat cua diy sé dau 1a n?, cia diy sb
thi hai 13 (- x)" — 1/(n — 1), trir s6 hang dau tién.

Khi sb cac sb hang cua day sb co gi61 han, ta bao day s6 hodc chudi sb 13 hitu han, nguoc lai ta co
day s6 hay chudi sb 12 v han. Cac vi du trén 1a cac day sb va chudi s6 hitu han. Néu mot ddy sé hay chudi s6
v0 han, ta ki hiéu ba"mg cach liét ké vai sb hang dau, sb hang téng quat va cac chidm, nhu sau:

1,4,9,...,10,. ..
va
1+4+9+.. . +n°+. ..
Cho mdt chudi s6 bat ki, ki hi¢u w +u+us+.. Fu,+.. .,

Ta bao chudi so héi tu néu: lim (u; +uy +us +. . .+ uy)

10
ton tai va hitu han; nguoc lai ta noi chudi s6 phan ki. Trong truong hop trudc, néu gidi han 1a S, tanodi S 1a
téng ctia chudi sd vo han, va ki hiéu:
S=uy+utu+...+u, +...
Hoc sinh trung hoc chic chan khong quén cip sb cong 1a diy sb c6 dang:
a,at+d,a+2d,....[a+(n-1)], ...
trong d6 a va d 1a hang sb, va cép s6 nhan 14 day s6 co dang
a,ar,ar’, ... ar" |, ...
trong d6 a va r 1a hang sd.

Day la nhitng diy sd xua nhit, dd duoc cic nha toéan hoc Ai cip va Babylone thoi ¢ biét dén,
khoang hai ngan nam truéc Cong Nguyén. Tuy nhién, ngudi dau tién tinh duoc téng cac chudi sb vo han hoi
tu chinh 1a Archimedes, trong luan thuyét Quadrature of the Parabola (Phép Cau Phuong Parabol) cua ong,
ong da chimg to rang chudi sé nhan:

1+ 1/4+1/4%+ 148+ ... +1/4" "+ ..
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bang 4/3. Dimg lai mot chut dé xem chudi sd nay xuat hién nhu thé nao trong cong trinh cia Archimedes
cling 1a diéu thu vi.

Goi AB 1a mét day cung parabol trong hinh bén. Tir cac
trung diém L, M, N cia AB, AC va BC, ké cac duong song song
Vv6i truc clia parabol, chung cit cung parabol tai C, D va E. Tur
dinh nghia hinh hoc ctia parabol, Archimedes chung té rang

ACDA + ACEB = AACB/4 (Ki hi¢u A chi dién tich tam
giac)

Béng céach 1ap lai tién trinh nay cho cic diy vira xuat hién 1a AD,
DC, CE, EB, ta suy ra rang dién tich cta phan parabol giéi han
boi day AB 1a tong v6 han :

AABC + AABC/4 + AABC/4* +. .. + AABC/4" '+ ...
AABC(1 + 1/4+ 1/4*+ ...+ 1/4" "+ ..)

4/3. AABC

Mic du Archimedes 13 nguoi dau tién tinh tong ciia mot
chudi s vo han dic biét, nhung nguoi dau tién da nghién ctru day du khai niém hoi tu cua chudi s6 v6 han
chinh 14 nha toan hoc limg 13y ngudi Puc 1a Carl Friedrich Gauss (1777-1855), trong cong trinh vé chudi s6
hypergeometric vao nam 1812.

Cong trinh tién phong nay cta Archimedes va Gauss chic chin 1a nhiing trang st quan trong trong
todn hoc, tuy nhién con hai sy kién ndi bat khac can phai duoc ton vinh. Sy kién thir nhét 1a cong trinh ctua
Brook Taylor trong nam 1715, cting v6i Colin Mac Laurin nam 1742 nghién ctru vé chudi s6 liy thira, 1a chu
dé ma bai viét nay dang dé cap. Su kién thtr hai lién quan dén cong trinh ciia Joseph Fourier nim 1807-1822
vé chudi sb luong giac s& dugce trinh bay trong bai sau.

Mbt chudi sb vo han ¢6 dang ap+a;x+ x>+, Aaxt L
(n nguyén duong) v6i bién x va cac hé sé a;, dugc goi la chudi s6 lily thira theo x. S6 hang téng quat ctia nd
chinh Ia da thuec.

Téng quat hon, mot chudi s6 c6 dang a,+ aj(x —a) + ax(x —a)* +. . +a(x-a)" '+ ...
goi 1a chudi s6 lity thira theo x- a.

Néu trong chudi s6 lity thira theo x & trén, ta gan cho x mot gia tri dic biét ndo do, ta dugc mot chudi
s6 cac s hang 1 hang sd, chiing c6 thé hoi tu hay khong. Hién nhién chudi sb hoi tu khi x = 0. N6 ¢6 thé hoi
tu v&i cac gia tri khac ctia x hodc co thé khong héi tu voi gia tri nao khac cia x, tham chi ¢ thé hoi tu vai
moi gia tri cua x. Trong giai tich, ta duoc biét ring néu chudi sb hoi tu khi x = b ( b hiang sé dwong) thi n6
cling hoi tu v6i moi x thoa [x| < b, va néu né phan ki khi x = b thi n6 ciing s& phéan ki v6i moi x thoa |x| > b.
Suy ra rang tap hop nhitng gia tri ctia x sao cho chudi s6 hdi tu tao thanh mot khoang c6 dang—b<x <b, co
thé thém mot hay hai ddu mat. Khoang (- b , b) [hay (- 0o, + 00) néu chudi sé hoi tu v6i moi x ] duoc goi 1a
khéang hdi tu cua chudi sb Iy thtra, ¢6 tam la 0. Tuong tu, chudi sb Itiy thtra theo x — a c6 khoang hoi tu

dang (a—Db,a+Db), cod tdm la a.
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Mot chudi sb Iy thira theo x hién nhién 1a mét ham sb theo x v&i moi x thude khoang hoi tu. Do d6
tacothé viét f(x)=ap+ax+ax +... tax" '+ ...
Khi mot ham s6 nao d6 duoc viét dudi dang ctia mot chudi sb Iy thtra theo x, ta n6i ham s6 d6 dugc
khai trién theo chudi s lity thira ctia x. Vi du, trong cip sb nhan, ta chimg minh duoc 1a :
1+x+x>+.. . +x"!
hoi tu vé 1/(1 — x) voi moi x thude khoang ( - 1, 1). Do do:
b =l+x+xX+...+x" T+ L
I-x
Néu mot ham s6 cho trudc duge biéu didn bang chudi sb lily thira, ta tw hoi cac hé sb a; s& nhu thé
nao. D& tra 16i cAu hoi ndy, ta tién hanh nhu sau. Trong ding thirc
f(x) =ap+ax + ax’ +.. . Fax" '+ ... *)
Cho x =0, ta dugc : f(0) = a.
Gia sit chudi sd dao ham dugc dén bac vo han, thé thi:
f'(x) =a; +2a’x +3a;x° +.. .+ (n— Da,x" >+ ...
£ (x)=2a,+ 6ax +...+(n—1)(n—2)a,.x" >+ ...
£7(x)=6a,+..+(n—1){n-2)n-3)a,x" *+ ...
va cr thé. Bang cach cho x = 0 vao cac dang thirc ndy, ta duoc :
£°(0)=a,, £7(0)=2la,, f>’(0)=3las,...., f"0)=(n-Dla,, ...

Giai d€ tim a;, r6i thé vao (*), ta dugc :

' " (n-1)
f(X) — f(O) + f (0) x + f (O) X2 + .+ f (0) Xn—l +
1! 2! (n=1)!

Tuong ty néu mot néu mot ham so co6 thé dugce bi€u dien bang chuoi so lliy thira theo x — a thi n6 co
thé dugc phan tich nhu sau:

f(x) = f(a)+w(x-a)+w(x-a)2 + ... +m(x-a)“'l +
1! 2! (n—1)!

Khai trién f(x) thanh mot chudi sé lily thira ciia x — a xuét hién nam 1715 ma khong dé cap dén sy
hoi tu trong tic phim Methodus incrementorum directa et inverse cua nha toan hoc Anh Taylor (1685-
1731), va tir 46 duoc goi tén khai trién Taylor cia ham sd f(x) tai x = a. Khai trién Taylor tmg v6i a = 0 dugc
goi 1a khai trién Maclaurin cua f(x), mic du Taylor va Stirling c6 dé cap dén khai trién nay vai nam sau do.
N6 duge goi 1a khai trién Maclaurin sau khi n6é duoc sir dung dén trong cong trinh vi dai va c6 anh hudng
gdm 2 quyén cé tén Ludn Thuyét Vé Vi Phdn ciia Maclaurin (1698-1746), trong d6 c6 tham khao dén phat
hién cua Taylor va Stirling.

Taylor 4p dung chudi s ctia minh dé giai phuong trinh s nhu sau. Goi a 1a mét gia tri gan dang cua
nghiém cua phuong trinh f(x) = 0. Pat f(a) =k, f ’(a) =k’, f ”(a) =k”, va x —a = h. Khai trién Taylor ham s6
f(x) tai x = a. Loai bo tit ca cac lity thira ctia h 16n hon 2. Thé gia tri cta k, k’, k” va giai dé tim h. Thé thi
a + h 1a 1a mot gid tri x4p xi t6t hon a ctia nghiém doi hoi. Bing cach ap dung lién tiép tién trinh nay, ta cang

lac cang dugc cac gia tri gan diing tot hon cta nghiém.
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Tam quan trong day du cua chudi sd Taylor chi mai dén ndm 1755 méi dugc cong nhan khi Euler ap
dung ching mot cach tai tinh trong phép tinh vi tich phan, va sau d6, dén nam 1797 Lagrange dung chudi s6
nay lam nén tang cua ly thuyét ham cua ong.

Maclaurin 12 mot trong nhitng nha toan hoc 15i lac nhét cua thé ky 18. Ong ciing dong gép dang ké
trong hinh hoc, dic biét trong viéc nghién ctru dudng cong phing bac cao, va ong chimg to kha ning phi
thudng ciia minh khi 4p dung hinh ¢ dién vao cac bai toan vat 1i. Trong cac cong trinh toan ap dung c6 bai
viét doat giai ciia 6ng vé 1y thuyét toan vé song. Trong quyén Ludn Thuyét Vé Vi Phdn cua 6ng cb phan
nghién ciru vé lyc hap din 1an nhau giira hai khoi ellipsoid tron xoay.

Maclaurin 12 mot thién tai. Ong triing tuyén vao Dai hoc Glasgow luc 11 tudi. Nam 15 tudi 6ng nhan
duoc béng cao hoc véi luan an vé luc h?ip dan. Lac 19 tudi ong duoc bau vao ghé day toan & truong
Marischal & Aberdeen, va vao nam 21 tudi cho in cong trinh quan trong dau tién 1a Geometria organica. Nam
27 tubi 6ng lam phu ta cho gido su toan hoc ciia Pai hoc Edinburgh. Vi c6 khé khin trong viéc tra luong cho
6ng nén chinh Newton di gop mot phan tai chinh dé dai hoc c6 thé tra lvong cho ngudi phu viée tré tudi xuat
sdc nay. Sau d6 Maclaurin ké vi ngudi ma 6ng phu ta. Cong trinh cta 6ng vé vi tich phan xuit hién khi ong
44 tudi, chi bén ndm trude khi mat. D6 1a tac phdm trinh bay c6 hé thong va luan li dau tién vé phuong phap
vi tich phan ciia Newton dé dap tra cho viéc cong kich da pha cua Berkeley vé nén tang ctia phép tinh vi tich
phan.

Chi khi nghién ctru vé vi tich phan ching ta moi thiy dugc tim hiru dung ciia khai trién Taylor
Maclaurin. Chéc chén cac hoc sinh trung hoc, & mdt lic nao do, co thé ngac nhién tg hdi lam thé nao ma
nguoi ta tao ra duoc cac bang s luong giac. logarit, liy thira. D bdy gid c6 may tinh nén cic bang s6 nay
chi con 1a lich str, thi cau hoi dugc dat ra 1a cdc may tinh da dugc “ day” nhu thé nao dé tinh dugc cac gia tri
clia cac ham s6 4y. Cau tra 10 1a chiing da dugc tinh bang khai trién Taylor Maclaurin.

Gia sit, vi du, nguoi ta mudn tinh gia tri xap xi ciia e. Poc gia c6 thé kiém tra két qua sau bang cach
ap dung khai trién Maclaurin cho ¢ :

& =1+x+x/20+x 3 +. . +x" Y- +...
Cho x =1, ta duogc
e=1+1+121+1/31+1/4+...
=1+1+0,5+0,166667 + 0, 041667 + 0,008333 + 0,001389 + 0,000198 + . . .
(cha ¥ cac s hang nay c6 thé duge tinh bang tay dé dang bang cich nhan xét sb hang thir k 1a s6 hang thir
k — 1 chia cho k)

Két qua ta duoc gid tri xap xi e = 2,718254, dung dén 4 chir s6 thap phan.

Vi du khéc, gia sit ta mudn tinh sin10° = sin(n/18) dtiing dén 5 chir sé thap phan. Ap dung khai trién
Maclaurin cho ham s sinx hdi tu véi moi x, ta duge:

sinx = x —x/3! +x°/5! = x'/7! + . ..
Suy ra: sin(n/18) =7 /18 - (n /18)*/3! + (m /18)*/5! - ...
=0,174352 —0,000886 + 0,000001 - . ...
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Chu y s6 hang thir ba khong anh hudng dén chir sb thap phan thi nam, do dé, 1y hai s6 hang dau
cta khai trién, ta duoc gia tri ctia sin10° gén dung dén 5 chir sb thép phan la :
sin10° = 0,17365
5 9 \ 1 .
Thém mot vi du nira, ta thu dung khai trién dé tinh gia tri gan ding cua tich phan L sin x’dx
Pitz=x> Dung khai trién Maclaurin, ta duoc :
sinz=z—2/31+2/5! - . ..
Suy ra
sinx? = x> —x%31 +x'951 - . ..

Lay tich phan hai vé:
1 1
jo sin x*dx = jo (2 — x93+ x50 - .. ) dx

= [x/3-x'/42+x"/1320] (xap xi)
0, 3333 - 0, 0238 + 0, 0008 = 0,3103

Phép tinh phi thuong gi4 tri clia s6 m dén hon nira tri¢u chir s6 thap phan vao nim 1967 dugc thuc
hién bang chudi s6 lily thira véi may tinh phoi thai ciia thoi 4y. Kham pha nay cta Taylor va Maclaurin ximg

dang duoc vinh danh 1a MOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN HOC.

xem ti€u s Taylor xem ti€u st Maclaurin
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26. SU GIAI PHONG CUA HINH HOQC (1)

Chung ta gio ddy s& ké lai hai budc phat trién toan hoc cach mang va ndi bat xdy ra trong nira dau
thé ky 19. Thu nhét 13 su phat hién, khoang 1829, vé mét hinh hoc tu twong thich rat khac biét véi mon hinh
hoc Euclid von rat than thiét; tha hai 1a su phat hién, nam 1843, vé mot dai sd khac biét co ban véi dai sd
quen thudc ciia s6 thuc. MGi budc phat trién nay ximg dang dugc vinh danh 13 MOQT THOI KHAC TRONG
DAI CUA TOAN HOQC, va véi mdi su kién, chung ta s& danh hai bai twong ximg v6i tim quan trong cua
chung. Trong mdi trudng hop cach tiép can cua chiing ta chu yéu 1a tinh lich sir, boi vi mdi bude phat trién
lién quan dén nhing ¥ tuéng toan hoc nén tang, va mot sy am hiéu chan that cac y tuong khong thé c6 dugc
néu khong phan tich vé ngudn gbc cua chung.

Budc dau tién cia phat trién di tao ra mot trong nhiing chién cong vi dai nhét trong lich sir phat trién
tu twdng nhan loai. Nhu mot $6 chuyén hép dan lién quan dén su tién hoa cua toan hoc, nguoi ta tim théy su
bét dau ctia n6 co gde ré ngay tir thoi xa xua cua Hi lap cb dai, chinh x4c 14 tir viée phé phan tién d& thir 5 vé

quan hé song song trong bd Cdc Yéu Té cua Euclid.

Néu mét dwong thang cdt hai dwong thang khdc va tao Tién Dé 5
voi chung hai goc trong cung bén nhé hon 2 goc vuong, thi hai \ L
duwong thang dy khi kéo dai sé cdt nhau tai mét diém vé phia A -
mién chira hai géc néi trén. B

Triét gia tan-Platon song vao thé ky thir 5 1a Proclus, Ls
trong quyén Phé phan Euclid, 83 bao rang tién dé nay da bi cong
kich ngay tir lac du. Ngay ca khi chi doc thoang qua nguoi ta
ciing nhan thiy mot sy khac biét giita tién dé nay véi 4 tién dé khac cta Euclid.
1. Qua hai diém cho trude luén ké dieoe mét dwong thang.
2. Mot dwong thang c6 thé kéo dai lién tuc vé ca hai phia.
3. Mot dwong tron co thé dung dwoc néu biét tam la diém cho trude va qua mot diém thir hai cho
trudc.
4. Moi géc vudng déu bang nhau.
5. Néu mét dwong thang cdt hai dwong thang khdc va tao véi ching hai géc trong ciing bén nhé hon
2 gbc vudng, thi hai dwong thang dy khi kéo dai sé cdt nhau tai mét diém vé phia mién chira hai
goc noi trén.
Tién d& 5 nay dai dong va c6 van d& cht khong stc tich va d& hiéu nhu 4 tién dé kia, ciing nhu khong c6 v&
hién nhién nhu ban chit ma tién dé phai c6. Néu xét ki hon thi tién dé nay chinh 1a mémh d& dao cua dinh i
L. 17. Khong ngac nhién khi c¢6 nhiéu ngudi thdy né cé v& 1a mot dinh 1i hon 13 mét tién dé. Hon ntra Euclid
hinh nhu ciing str dung né mot cach mién cudng, vi mai dén Dinh i I. 29 6ng méi bat dau dung dén né.
Vén dé 1a néu ching ta cam théy khd sé vi mét tién dé nao do trong mot hé théng li luan ctia mot
mon hoc nao d6 thi c6 hai diéu ta c6 thé lam 1a — hodc thay thé tién dé bang mot tién dé khac nhung dé chap
nhén hon, hodc 1a loai bo nd bﬁng cach chiing minh n6 chi 1a mot dinh li c6 thé suy ra tu cac dinh li hay tién

dé khac cua hé théng. Nhiing nd lyc di vé ca hai hudng nay da dugc thyc hién tur thoi xa xua.
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Sau déy 1a vai tién dé duoc dé nghi thay thé cho tién dé thir 5 dd xuét hién theo thoi gian qua:
1. Ton tai mét cdp dwong thang dong phang luén cdach déu nhau & moi noi.
2. Qua mét diém cho trude khong thudc dong thang c6 thé ké dwoc duy nhat mét dwong thang song song
V6i dirong thang dy.
3. Ton tai mét cdp tam gidc dong dang va khéng bang nhau.
4. Néu trong mét tir gidc ¢6 mét cdp canh doi bang nhau va cdc géc ciing ké véi canh thir ba la géc vudng,
thé thi hai goc con lai ciing vudng.
5. Néu mot tir gide ¢6 ba goc vudng thi géc con lai ciing vudng.
6. Ton tqi it nhdt mét tam gidc cé tong ba goéc bang 2 géc vuong.
7. Qua mét diém bén trong mét géc nhé hon 60° luén c6 thé ké dwoe mét dwong thing cdt cd hai canh cia
goc do.
8. Qua ba diém khong thing hang c6 thé dung dwoc mot diong tron .
9. Khong co gidi han trén cua dién tich tam gidc .

Trong céc tmg vién thay thé nay, tién d& dugc wa chudng nhat va duoc trinh bay trong hau hét gido
trinh toan trung hoc 1a tién dé sb 2, do nha vat 1y va toan hoc nguoi Scotland 1 John Playfair (1748-1819)
c¢d xty vi tién d& nay da duoc Proclus d& xudng tir thé ky thir 5. RS rang tién dé thay thé nay kha hon nhiéu
so voi cac dé nghi khac kha rdi rim va khong hién nhién hay tSt hon chut nao so voi tién dé gbc.

Véi cac tién dé thay thé ta c6 mot cum bai tap tha vi va ddy thtr thach 1a chimg minh ching tuong
duong véi tién dé gbe, nghia 13 ta chimg minh rang chung 1 dinh 1i néu ta sir dung cac tién dé cua Euclid, va
nguoc lai néu dung ching cung véi 4 tién dé khac cua Euclid , ta ¢6 thé ching minh tién dé s6 5 nhu mot
dinh Ii.

Qua hang thé ky, cac nd luyc dé rit ra tién dé 5 ctia Euclid tir cc tién d& khac cta 6ng nhidu vo sb ke.
Va tt ca déu di dén that bai, sém hay mudn ngudi ta ciing tim ra 1 cach chimg minh 4y déu dya vao mot gia
dinh ngam twong duong vdi chinh tién dé dy. Cach chirng minh sém nhat theo nhu ta biét 14 ciia Claudius
Ptolemy (khoang 150 sau Cong nguyén). Chinh Proclus d4 phat hién ra khiém khuyét trong cach chimg minh
ctia Ptolemy vi 6ng nay da ngdm sir dung gia dinh ring qua mot diém khong thuéc mot dudng thing cho
trude co thé ké duge mot dudng thing duy nhat song song véi duong thing 4y, ddy chinh 1 tién dé thay thé
cua Playfield.

Proclus ciing dua ra cach chimg minh ciia 6ng nhung lan nay téi phién ong lai v6 tinh ngam chap
nhan gia dinh 1 & trén ddy ma khong biét, va gia dinh nay c6 thé dugc chimg minh 14 twong duong véi tién
dé sb 5.

Trong thdi Phuc Hung, nd luc 1am méi lai tién dé s6 5 1a mot kich thich quan trong cho viéc phat
trién hinh hoc & Au chau trong thoi ki 4y. Nhung cac nd luc nay cudi cing ciing chiu chung s6 phan nhu cac
nd lyc trudc day, mai cho dén khi Girolamo Saccheri bét tay tham gia vao viéc nghién ciru vao nam 1733.

Saccheri sinh tai San Remo nim 1667, chua dén 23 tudi di 1a tu si chinh thic cua dong tu Jesuit.
Ong danh hét thoi gian ctia doi minh vao viée day hoc ¢ cac truong dai hoc khac nhau. Trong khi day vé tu

tir hoc, triét ly va than hoc & dai hoc Jesuit & thanh phé Milan, Saccheri doc duoc quyén Céc Yéu Té cua
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Euclid va bi mé hodc bdi phép chirng minh phan chimg day sttc manh cta. Sau d6, trong thoi gian day triét
1y & Turin, Saccheri cho in tic pham Logica demonstrative , trong d6 su cach tan chinh yéu 1a 4p dung phép
chiing minh phan chitng vao viéc nghién ctru Iuan 1i hinh thirc. Vai nam sau, khi 1a gido su toan tai Pai hoc
Pavia, 6ng nay ra y dinh ding phép chimg minh phan chiig dé nghién ctru tién dé s6 5 ctia Euclid. Ong da
chuan bi diy dii tu thé vao cong trinh 16n lao nay sau nhiéu nam day logic, ciing nhu da tim hiéu nhiing that

bai cua nhi€u nha toan hoc di trudc.

Huong di cuia Saccheri 1a hoan toan méi khi ap dung S ——— e~

phép chimg minh phan chimg, trong d6 6ng 1a ngudi diu tién c6 | p___ Quadrilateral of Omar Khayyam c
¥ tuong tim hiéu nhimg két qua c6 dugc néu ta tir chdi chap nhan '

tién dé nay la ding. Két qua ciia cong trinh duoc 6ng trinh bay

’ A 5 A . . . - -
trong tac pham nhd mang tén FEuclides ab naevo vindicatus
(Euclid da loai ra moi khuyét diém), dugc xuat ban ¢ Milan nam |
1733, chi mot vai thang trude khi 6ng mat. Trong cong trinh /4 B
; . ; , |L A ABD i congruent to A BAC (becauze theyw have two

néy 6ng Chép nhﬁn 28 dlnh li dﬁu tlén Cﬁa CdC Yé‘u TO" mé nhu sides and the included angle that are equal, respectively).

’ ° * ? Hence, AC= B0, so MAADC is congruent to A BCE (the

~ & , . , \ A \ A A A A r.e t triangles having th | sides). Therefi

da ndi, cac dinh 1i nay khong dung dén tién dé s6 5. Véi su tro SRR AR T

€ 2003 Encyelopsedia Britannica, Inc.
l1a isosceles birectangle (nhi vudong can), d6 la mdt tr giac

ABDC ¢6  AD = BC va goc A va B déu vudng. Tt giac nay ciing dugc goi 1a tir gidc Omar Khayyam
(1048-1131) vi nha thi si - toan hoc A rap ciing dd nghién ciru trude d6 may trim nim. Béng cach v& duong
chéo AC va BD va dung diéu kién bang nhau cia hai tam giac (c6 mit trong sb 28 dinh li dau), Saccheri dé
dang chimg minh dugc goc C va D ciing bang nhau. Nhung khéng c6 gi doan chic vé d 16n cua hai goc
nay. L& di nhién, néu ding tién d¢ sé 5 thi chimg minh dugc hai goc nay 1a vudng, nhung Saccheri di khong
chip nhan né.

V&i mot dau 6c phong khoang, 6ng néu ra ba gia thuyét sau day
déu co thé xay ra: hai goc nay déu vudng, déu nhon hay déu ti. K& hoach
14 loai bo hai truong hop sau bang cach chimg minh phan chimg ring néu
chung dung s& dan dén mot diéu trai voi chan 1i da dugc biét, do do gia
thuyét dau tién phai dang. Va gia thuyét dau tién nay thi tuong duong voi
tién d& s6 5. Bang cach nay tién dé song song dugc thiét 1ap va nhu vay su
khiém khuyét cua gia dinh nay ma Euclid dua ra da bi loai trir.

Nhiém vu loai bd gia thuyét gbc nhon va ti hda ra khong don gian

chut nao. Bang k¥ ning hinh hoc diéu luyén va phép suy luin sau séc tinh

té, Saccheri thiét 1ap dugc mot s6 dinh 1i, trong d6 nhitng dinh 1i sau la

quan trong nhat:

1. Néu mét gid thuyét nao diing cho mét ti gide nhi vudng can thi né ciing diing cho moi tir gidc nhi
vuong can khac

2. Vi gia thuyét goc vuéng, tit hay nhon, ta dwoc tong ba géc tam gidc theo thir tw la bang hai
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vuong, lon hon hay nho hon hai vuong.

3. Néu ton tai mot tam gidc cé tong bang hai vudng, I6n hon hay nhé hon hai vuéng, thi suy ra theo

thit tw gid thuyét géc vuong, goc tii hay géc nhon ciing diing.

4. Cho mét dwong thang va mot diém khéng thude dwong thang, tity theo gid thuyét la géc vuong,
géc ti hay géc nhon, theo thir t, ta cé thé dung dwoc duy nhat mot, khéng hay vé sé dwong qua
diém d6 va khong cdt diong thang da cho.

5. Tap hop dau mut thir nhat ciia mét doan thcfng co do dai
khéng d@oi luén vudng géc véi mét dwong thang cho trude

tai ddu miit thir hai, tuy theo gia thuyét la géc vudng, géc

1 hay géc nhon, theo thir tw la mét dwong thang, mot
dwong cong 16i, hay 16m doi véi dwong thang cho trude.
Ciing ngim cong nhan nhu Euclid da 1am khi chémg minh

dinh 1i I. 16 ring nhimg dudng thing thi v6 han, Saccheri c6 thé loai

bo dugc gia thuyét vé gbc tu, nhung voi goéc nhon thi coi by kho A vuong B

khan hon nhiéu. Sau khi thu hoach dugc nhiéu dinh 1i ma bay gid da

tré thanh kinh dién va dugc goi 1a hinh hoc phi Euclid, dé loai bo gia D c

thuyét g6c nhon, Saccheri rut ré gan ép mot két luan mau thuin
guong gao, khong thuyét phuc bang cach dya vao nhirng khai niém
mo ho vé cac yéu td & vo tan. Sau bao nhiéu cong lao nghiém can dat

duogc dén gio, kho co thé tin rf?mg chinh Saccheri that su tu thuyét

phuc dugc minh cai két thic hoi hot nay. Néu 6ng khong qua hing
hai ¢b dwa ra mot mau thudn & ddy, va thay vao do, can dam cong

nhén 12 minh d3 thit bai trong vi¢c tim ra mot két qua mau thuan, thi D C

ngdy nay khong nghi ngd gi nita, 6ng chic chin dugc vinh danh 1a
nguoi da kham pha ra mdt nganh hinh hoc méi phi Euclid.
Cong trinh 6ng hinh nhu it dwoc nguoi dwong thoi biét dén

va som bj lang quén. Chi khi dén nam 1889, mot ngudi ddng hwong

. . o o & nhon .
la Beltrami, da 1am song lai né sau khi da dich tac pham cta ong ra

Anh ngfr.

Nam 1766, ba muoi ba nim sau khi xudt ban cong trinh ctia Saccheri, Lambert (1728-1777), nha
toan hoc Hoa Lan, c¢6 viét mot nghién ctru tya 1a Die Theorie der Parallellinien, nhung chi dugc in 11 ndm
sau khi 6ng mét. Lambert chon hinh phat xut 13 tir giac tam vudng tirc tir gidc c6 ba goc vudng. Ciing nhu
Saccheri, Lambert di dén gia thuyét goc cudi cung vudng, ti hay nhon, va hon nira, phan du cia goc tu so
v6i goc vudng ciing nhu phan thiéu cta goc nhon so véi goc vudng thi ti 16 v6i dién tich tam giac. Ong ciing
phat hién ra sy gidng nhau gitta hinh hoc véi gia thuyét goc ti gidng voi hinh hoc trén mit cau.

Ciing nhu Saccheri, Lambert loai bo duoc gia thuyét goc ti bang cach thira nhan ngdm nhu Saccheri
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1a duong thang c6 thé kéo dai dén vo tan, nhung cac két luan vé gia thuyét goc nhon khong rd rang va khong
thoa méan. C6 1& vi thé ma 6ng da khong cho in cong trinh ctia minh khi con séng. Chi sau khi 6ng qua doi,
céc ban bé mdi tap hop cic cong trinh va cho xuat ban véi hinh thic di céo.

Sau Saccheri va Lambert con c6 nha toan hoc Phap Legendre (1752-1833), nhung 6ng ciing khong
dong gop gi nhidu hon so véi Saccheri mot trim nam trudc, nhat 1a khoang thoi gian d6, trong mot xtr s&
tuong ddi cach biét voi thé gidi hoc thuét va khoa hoc tay phuong, mot nha toan hoc Nga da dat duwoc mot
bude tién c6 ¥ nghia, ma su tao bao va quan trong ctia né da vuot xa bat cir gi Legendre da tim dugc.

xem thém vé Saccheri

xem tiéu st Lambert xem tiéu st Legendre
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27. SU GIAI PHONG CUA HINH HOQC (2)

Trong bai trudc, chung ta th:?iy rﬁng, du sau mot nd luc kéo dai, Saccheri, Lambert va Legendre van
khong thé tim ra mau thuin trong gia thuyét ciia goc nhon. Khong c6 gi ngac nhién khi ho di dén két qua nay
vi bay gid chung ta biét rang tién dé song song khong thé suy ra tir cac tién d& va dinh 1i dd c6 ciia hinh hoc
Euclid ma 1a doc 1ap vé6i cac tién dé nay. Phai co mot 6¢ tudng tuong phi thudng méi nghi dén kha ning do,
vi trong hon hai ngan nam, tri tué¢ bi troi budc trong thanh kién 1a chi c6 hinh hoc Euclid 1a hinh hoc thyc sy
duy nhét va mot hé thong hinh hoc nao nguoc véi nd déu 1a khéng phu hop.

Ngudi dau tién nghi ngd tinh doc 1ap cuia tién dé song song 1a Gauss (1777-1855), nha toan hoc Dirc,
Bolyai (1802-1860), nha toan hoc Hung, va Lobachevsky (1793-1856), nha toan hoc Nga. Ba ngudi nay tiép
cin tién dé song song mot cach doc 14p theo hudng phat biéu cua Playfield bang cach xét ba kha ning: Qua
mét diém cho truée khong ¢ trén mét dwong thang cho trude c6 thé ké dwoc chi mét, khéng, hay nhiéu hon
mét diong thang song song véi dwong thang cho trude dé. Ba trudng hop ndy twong dwong voi gia thuyét
gbc vudng, goc tl, va goc nhon. Véi gia dinh nhu nhitng ngudi di trude 13 dudng thing c6 thé kéo dai dén vo
cung, trudng hop tha hai dé dang bi loai bo. Viée bat thanh khi loai bo trudng hop thir ba, tuy nhién, khién
mdi nguoi trong ho ngd vuc, tai nhitng thoi diém khac nhau, ton tai mot hinh hoc khac, c¢6 vé hoi ki cuc
nhung théa man gia thuyét thir ba, va nguoi nay, hoan toan khong biét dén cong viéc cua hai nguoi kia, di
phat trién mon hinh hoc méi nay chi dé thoa man méi himg tha cua tri tug.

Gauss c6 & 1a nguoi déu tién thuc su nghi dén mot hinh hoc phi
Euclid. Mic du 6ng chiém nghiém rat nhiéu vé van dé nay ngay tir thoi
con tré, nhung chic chan chi khi dén dau nhitng nam 30 tudi 6ng moi
bat ddu ngd vuc vé tinh doc 1ap cta tién dé song song dbi véi cac tién dé
khac. Kho thay, 6ng ta that bai, va dén cudi doi khong cho in phat hién
nao ca. Chi sau khi 6ng mét, qua thu tir dé lai trao ddi voi cac ban thén,
ching ta méi biét dugc cac két luan mdi mé ciia 6ng. Mic du khong
chiu cho xuét ban nhimg déng gop toan hoc ctua minh, 6ng kéu goi va
khuyén khich ngudi khac lao vao nghién ctru van dé, va chinh ong la

nguoi ddt tén cho mon hinh hoc 1a phi Euclid.

Hién nhién nguoi tht hai thdy trudec dugc moén hinh hoc phi

Euclid nay 1a Janos Bolyai, mot vién chirc Hung trong quan d6i Ao xem tiéu sir Gauss

va la con nha toan hoc Farkas Bolyai, mgt ngudi ban 1au nam cua Gauss. Khong nghi ngo gi nira, Bolyai da
nhan tir cha minh ngudn déng vién dé bét tay vao viéc nghién ciru tién dé song song ngay tir rat som. Tir nim
1823 Bolyai dé hiéu rd ban chét ciia bai toan dang dit ra cho minh, va mét birc thu goi dén cha trong nim d6
d4 noi 1én nhiét tinh 6ng danh cho thach thirc truée mat. Trong thu 6ng biéu 16 quyét tim in cho bing duoc
mot tiéu ludn vé 1y thuyét duong song song ngay khi c6 thoi gian va co hoi sidp xép cac tim toi mot cach
mach lac, va 6ng hd hai phat biéu, “Con di phat hién ra nhiing diéu qua phi thuong khién con phai choang
vang . .. Tir khéng c6 gi, con da sang tao ra mot vii tru méi mé va ki la.” Cha 6ng thuc giuc ong cho in tiéu

luan cang nhanh cang tot, va ho trg con trai bang cach hra in cong trinh nay chung véi tac pham cia minh
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dang sap hoan tat trong phan phu luc va dé tén riéng. Nhung cong viéc tién hanh cham hon 1a chang trai nghi
nhiéu, va cudi cung vao nam 1829, anh cling trao dugc ban thao cho than phuy, va ba ndm sau, vao 1832, tiéu
luan xuét hién 1a phan phu luc day 26 trang trong tic phim ctia nguoi cha. Bolyai sau d6 khong xuit ban
thém phat hién gi nita vé 1anh vuc nay, nhung dé lai nhidu trang ban thao lién hé téi van de.

Mic di Gauss va Bolyai dugc cong nhan 1a nhitng nguoi dau tién
thai nghén hinh hoc phi Euclid, nhung chinh nha toan hoc Nga
Lobachevsky méi 1a ngudi dau tién cho in mot tic pham c6 hé théng vé
phat hién cia minh vé hinh hoc nay. Lobachevsky trai phan 16n cudc
séng cua minh & dai hoc Kazan, luc dau 1a sinh vién, v& sau 1a giao su
toan, va cudi cung 13 hiéu truéng, va cong trinh sém sua cia 6ng vé& hinh
hoc phi Euclid dugc xudt ban nim 1829-1830 trong tap chi cua truong,
vai nam trude tiéu luan cua Bolyai xuat hién. Bai viét ciia 6ng it gdy cha

v & Nga va, vi n6 viét bang tiéng Nga, cho nén cang khong gy chu ¥ nao

& nhitng phan khac ctia Au chau. Lobachevsky gidi thiéu céng trinh minh

véi cac nha xuat ban khac. P& dén dugce so6 doc gia dong hon, 6ng in vao xem ti€u st Bolyai

nam 1840 mot cudn sach nho bang tiéng Pirc twa 1a Cde Nghién Ciru Hinh Hoc Vé Ly Thuyét Puong Song
Song, va roi sau d6, ndm 1855, mot nam trude khi mat va sau khi da mu, ong cho in béng tiéng Phép mot
tiéu ludn rat gon va cudi cung co tén Pangeométrie. Cong trinh cua
Lobachevsky chi dén tay Gauss khi c6 ban in tiéng Dtrc vao nim 1840,
con Bolyai chi biét dén n6 vao nam 1848. Ong thay thé tién d& song song
bang tién dé sau :

"Oua mét diém cho trude khéng nam trén mét dwong thang cho
trueée, ton tai it nhat hai diong thiang song song voi dwong thang dy"

Ong phat trién nhiéu dang thirc lugng giac trong hinh hoc cua
minh va chimg t6 rang khi tam giic nho dan thi cac dang thirc lugng giac
4y cang giéng v6i cac dang thirc lwong gidc quen thudc trong hinh hoc

Euclid.

Xem tiéu sir Lobachevski

Lobachevsky khéng con sdng dé thiy cong trinh minh duge ca ngoi khip moi noi, nhung hinh hoc
phi Euclid ma 6ng phat trién ngay nay duoc mang tén ong, hinh hoc Lobachevsky, va tudc hiéu “Copernic
cua hinh hoc” da dugc gan cho 6ng.

Vai nam sau sy xudt hién cia cong trinh Lobachevsky va Bolyai, thé gi¢i toan hoc méi t6 ra quan
tam nhiéu v6i hinh hoc phi Euclid, va qua phai vai thé hé nita sy phat hién d6 méi duoc danh gia day du.
Mot van dé nira phéi dugc hoan thién 1a ching minh cho dugc tinh tuong thich ndi tai ctia hinh hoc méi.
Mic du Lobachevsky va Bolyai khong gip mau thudn nao trong sy nghién ctru va phat trién ctia minh vé
hinh hoc nay dua vao gia thuyét gbc nhon, nhung van con c6 kha nang mot mau thuan hodc mot su khong

tuong thich s€ nay sinh néu ta nghién ctru xa hon, sau hon. Su ddc 1ap thuc sy cia tién dé song song vdi cac
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tién dé khac khong thé cong nhan ma khong nghi vin dén khi ndo ma tinh twong thich cua gia tuyét géc nhon
duoc thiét 1ap. Nhitng chtrng minh khong 1au sau d6 da duoc Beltrami, Cayley, Klein, Poincaré . . . cung cap.
Phuong phap 1a xay dung mot mé hinh caa hinh hoc méi bén trong hinh hoc Euclid, sao cho su phat trién
triru tuong cua gia thuyét goc nhon s& duoc gan cho mot biéu thi trong khong gian Euclid. Nhu thé bat ctr su
khong tuong thich nao trong hinh hoc phi Euclid s€ boc 16 mot sy khong twong thich trong hinh hoc Euclid.
Cai bang ching twong thich 1a loai bang chimg tuong thich twong di; hinh hoc phi Euclid Lobachevsky s&
twong thich néu hinh hoc Euclid twong thich, va 1€ di nhién, moi nguoi déu tin twong hinh hoc Euclid 1a
tuong thich.

Nhing thanh qua cua sy tuong thich ctia hinh hoc phi Euclid khong chi 1a sy giai quyét rét rio van
nan tién dé vé song song, ma quan trong hon, 14 sy giai phong cta hinh hoc khoi khuon mau truyén thong.
Céc tién dé hinh hoc, dbi véi cac nha toan hoc, gid day chi 1a nhimng gia thuyét ma chan 1y hodc nguy 1y vat
chat khong phai 14 mdi quan tdm cua ho, mién 1a chung tuong thich v6i nhau. Mot tién dé tir day khong can
phai “ hién nhién” hodc “d& thiy”, hodc phu hop véi kinh nghiém & khong gian vét Iy ma nha toan hoc dang
sdng. Toan hoc tir ray chi 1a mot sang tao ngu himg cua tri tué con ngudi chir khong phai 1a mot san pham
do nhu cau thyc tai ciia thé gidi ngoai gioi.

Sy sang tao cua hinh hoc phi Euclid, bing cach dap d6 tin diéu truyén théng va pha v thoi quen suy
nghi hang thé ki, danh mot don tri mang vao cai goi 13 quan diém chén 1y tuyét ddi cua toan hoc. Va nhu 1oi
ctuia Georg Cantor, “Tinh tiy ciia toan hoc nam trong tinh tu do ctia n6”.

Ching ta da thay rang gia thuyét goc ti da bi loai bo bai tat ca
nhirng nha toan hoc tién phong nghién ctru vé tién dé song song bdi vi nd
mau thudn véi gia dinh 1a mot dudng théngcé d6 dai v6 cung. Su cong nhan
mot hinh hoc phi Euclid thir hai, xdy dung trén gia thuyét goc i, chi dugc
nghi dén khi Riemann (1826-1866) vao nam 1854 1i giai sy khic nhau giita
khai niém v6 han va vo cung (boundlessness va infiniteness). Mic du tién
dé 2 ctia Euclid cong nhan ring mot duong thang co thé kéo dai mai mai vé
hai phia, nhung khong am chi 1a d¢ dai cua no la v cung ma chi 1a n6é vo

han. Lay vi dy mot cung clia mt duong tron 16n noi hai di€m trén mat cau.

Cung nay c6 thé kéo dai ra mai mai doc theo duong tron 16n nén cé thé coi

la vo han nhung r6 rang d6 dai né khong phai la vo cung. Xem thém Riemann

Pudng thang cling mang khai niém nhu vay, nghia 13 sau khi dugc kéo dai, n6 co thé tré lai thanh
chinh n6. Sau khi da phan biét hai khai niém nay, Riemann xay dung mot hinh hoc méi théa man gia thuyét
goc tu bﬁng cach ddi lai cac tién dé 1, 2, 5 nhu sau:

1’. Hai diém phdn biét xdc dinh it nhat mét dwong thang.

2°. Mgt dwong thang thi vé han.

5°. Bat ki hai dwong thang nao trong mdt phang ciing cdt nhau.
Hinh hoc phi Euclid thtr hai nay goi la hinh hoc Riemann.

Néu doc can than nhirng phat biéu cua Euclid trong tién dé 1, 2, (xem bai 26), ta sé thdy rang noi
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dung khong khac véi tién dé& 1° va 2, mic du Euclid ngdm am chi nhiéu hon thé. Ong am chi tién dé 1 tinh
duy nhit ciia dudng thang qua hai diém va am chi tién dé 2 su vo cung cia dudng thang boi vi 6ng st dung
nhirng tién dé nay theo cac nghia nhu thé, mic du phat biéu hai tién dé nay cua 6ng khong duoc 16 rang.

V6i sy giai phong hinh hoc ctia Lobachevsky va Riemann khoi nhitng rang budc truyén thdng, con
duong da mo cho su sang tao ctia mdt loat cac hinh hoc tha vi khac, tat ca déu dua trén cac b tién dé khac it
nhiéu vai tién dé cua Euclid. Trong s nay phai ké dén hinh hoc phi Archiemedes, hinh hoc phi Desargue,
hinh hoc phi Riemann, hinh hoc hitru han (trong d6 chi chira mot s6 diém, duong hitu han) ... Nhiing hinh
hoc méi nay tudng 1a triru twong va vo dung nhung that ra ciing tim dugc tiéng néi trong thé gidi thyc tai. Vi
du, trong khi nghién ctru vé thuyét twong doi, Einstein tim ra rang 6ng phai cong nhan hinh hoc phi Euclid
moi c6 thé mé ta dwoc thé gidi vat Iy ma thuyét nay hoat dong- d6 chinh 1a hinh hoc Riemann ma ta di noi ¢
trén. Trong khong-thoi gian ciia 6ng, duong thing la duong truyén cua anh sang, néu ta tao mot tam giac
bang 3 tia sang ndi 3 diém trong vii tru cac thién ha thi tong ba goc cua tam giac 1y 16n hon 180°. Hién
tuong nay di dugc cac nha thién van kiém chimg vao nam 1919. Thém nita, mot nghién ctru tién hanh trong
niam 1947 vé khong gian thi giac (khong gian dwoc quan sat mot cach tdm li boi nhimng nguoi co thi giac
binh thuong) dwa dén két luan la khong gian niay chi c6 thé mo ta chinh xac nhat bang hinh hoc
Lobachevsky. Ciing nh¢ rang trong hinh hoc Lobachevsky, tong ba goc ciia tam giac nho hon 180°

Chéc chin sy phat hién cach mang ciia Lobachevsky va Riemann vé hinh hoc phi Euclid duoc xtmg
dang vinh danh 18 MQOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN HOQC, va chung ta c6 thé hiéu tai sao
Cassius Keyser d tuyén bd 1a tién dé song song cua Euclid “c6 1& 1a mot phat biéu ngan ngui va limg danh
nhét trong lich str khoa hoc.”

Xem thém vé& hinh hoc phi Euclid
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28. SU GIAI PHONG CUA PAI SO (1)

Trong bai 26, ching ta di noi rang c6 hai sy phat trién téan hoc c¢6 tinh cach mang xay ra trong nira
dau thé ky 19. Thwr nhét 1a sy phat hién cua hinh hoc phi Euclid xay ra khoang 1829 d duoc thao luan trong
hai bai vira qua. Gio day ching ta ban dén cudc phat hién thir hai- sy phét hién ciia mén dai s6 khong truyén
thong xay ra vao niam 1843. Chung ta s& thiy rang, tvong ty nhu cudc giai phong hinh hoc tir hinh hoc cb
truyén cia Euclid, cudc giai phong thir hai nhim dem dai sé thoat khoi mén dai s6 truyén thdng cta hé thong
s6 thuc.

Trong sy giai phong ciia hinh hoc ¢6 ngudn gdc tir xa xwa qua khao sat lai tién dé song song cua
Euclid, sy giai phong dai s6 bat ngudn tir sy nhan ra, dau tién boi nha toan hoc ngudi Anh trong nira dau thé
ky 19, su tdn tai ctia cAu tric dai sb.

13

Thé nao 1a thuat ngit “céu trac dai 6. Trong khi khao sat tinh s6 hoc cua sé nguyén duong, nguoi ta

A

gap phai hai phép toan, goi la “phép cong” va “phép nhan”. Nhitng phép toan nay dugc goi 1a phép toan nhi
cip- d6 1a img v6i mot cip sb nguyén duong a va b ta lién két cip sé nguyén duy nhit ¢ va d, theo tht tu goi
la t6ng vatichcutaavab,vakihiuic=a+b,d=axb.

Hai phép toan nay duoc thuc hién trén tip hop nhimng s6 nguyén dwong, va chira nhitng tinh chét co
ban sau: V&i moi sd nguyén duong a, b, c, d, ta co:

1.a+b=>b + a( tinh giao hoan cta phép cong)

2.axb=Dbxa (tinh giao hoan ctia phép nhén)

3.(a+b)+c=a+(b+c)(tinh két hop cua phép cong)

4. (axb)x c=ax (bx c) (tinh két hop ctia phép nhan)

5.ax (b+c)=axb+ax c (tinh phan phdi ctua phép nhan déi v6i phép cong)

Trong dau thé ky 19, dai s6 van con dugc coi 1a mot mén sd hoc duoc biéu dién bang ky hiéu. Nghia
1, thay vi ta tinh toan v&i cac s6 cu thé, trong dai sé ta dung nhimng chit dé thay bang cac con sb. That ra, day
van con la quan diém thuong duge day trong cac trudng trung hoc ngay nay.

Nim tinh chit no6i trén ludn ding trong dai sb cac sé nguyén duwong. Nhung vi cac tinh chat nay di
duogc ki hiéu hoa, do d6 ta co thé cho rang chung ciing c¢6 thé 4p dung cho nhitng phan tir khac hon 1 cac sb
nguyén duwong, mién 1a ta dinh nghia cic phép tinh nhi cap lién hé. Day chinh 14 truong hop ma ta liét ké
dudi day trong tap hop S véi céac hai phép tinh ki hi€u la + va x:

(a) Cho S 1a tap hop moi s6 nguyén chén, va goi + va x 1a cac phép tinh cong va nhan thong thuong.
(b) Cho S 1 tap hop cac s6 hiru ti, va goi + va x 1a cic phép tinh cong va nhan thong thudng cua s thyc.
(c) Cho S 1a tap hop cac sb thuc c6 dang m + n V2 trong d6 m va n 1a cac s6 nguyén, va goi + va x 1a cac
phép cong va nhan théng thuong cac sb thuec.
(d) Cho S 1a tap hop cac sO nguyén Gaussian (tirc cac sd phirc m + ni véi m, n 1a cac s6 nguyén va i = \/—_1 ,
va goi + va x 1a cac phép cong va nhéan thong thuong cac sé phirc.
(e) Cho S 1a tap hop cac cip sb (m, n) cac sd nguyén, va dinh nghia:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)va(a b)x(c,d)=(ac, bd).

(f) Goi S 1a tap hop cac cip s6 (m, n) cic sd nguyén va dinh nghia:
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(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)va(a,b)x(c,d)=(ac - bd, ad + bc).
(g) Goi S 1a tap hop hai phan tir phan biét m va n, ta dinh nghia:
m+m=mxm=m

m+n=n+tm=mxn=nxm=m

n+tn=nxn=n
(h) Goi S 1a tap hop cac tap con cac diém trong mit phang, va goi a + b 1a phan hoi ciaavab,vaax b la
phan giao ctia a va b.

Béng danh sach trén c6 thé kéo dai mai mai, cho ta thdy rang nam tinh chét trén rat phd bién trong
cac hé théng cac phan tir khong phai 1a s6. Nam tinh chit trén va cac hé qua cta ching tao thanh mét cau
trac dai s c6 thé ap dung cho nhiéu hé théng khac. Nhu vay c6 mot cAu trac dai sd chung co thé gan cho
nhiéu hé¢ théng. Nam tinh chit trén c6 thé coi nhur 14 céc tién dé cho mét loai cdu tric, va bat ctr dinh li nao
rit ra dugc tir chiing c6 thé ap dung cho moi hé théng néu né théa min nim tién d& trén. Plng trén quan
diém nay thi dai s6 da bi cat dut khoi sé hoc tréi bude né va trd thanh mot nghién ctru xay dung trén gia thiét
thuan tay hinh thirc.

Nhiing tia sang sém stia nhat ciia quan diém hién dai nay lan dau
tién xuét hién & Anh, trong ntra dau thé ky 19, voi cong trinh cia George
Peacock (1791-1858), tot nghiép tai Cambridge va giang day tai do.
Peacock 1a mot trong ngudi dau tién nghién ciru nghiém tic nhitg nguyén
tac nén tang cua dai sb, va trong nam 1830, 6ng cho in tac phém Khao luan
vé Pai s6 hoc, trong d6 6ng thu tiép can dai s6 mot cach l6gic theo 16i tién
dé tuong ty nhu Euclid di 1am véi hinh hoc, va nho thé ong dwoc ménh

danh 13 “ Euclid cua dai sb hoc.”

Peacock phén biét gitra cai ma ong goi la “dai sb s6 hoc” va “dai s6 biéu tuong”. Ong coi dai s6 sb
hoc 13 nganh nghién ctru thoat thai tir cach ding ki hiéu dé chi nhimg sé thap phan duong thong thuong,
clng voi nhimg ki hiéu cho cac phép tinh, nhu phép cong va trir. Nhung, trong dai s6 s6 hoc, mot s6 phép
toan bi gidi han pham vi thuc hién, Ching han phép trir, a - b, chi thyc hién dwoc khi a > b. Dai sé biéu
tugng cuia Peacock, trai lai, cling cong nhdn nhiing phép toan cua dai s6 sb hoc nhung khong biét dén cac
gidi han ctia chung. Do d6 phép trur trong “dai 36 biéu tuong” ludn ludn thyc hién duoc.

Nhitng nguoi dwong thoi ciia Peacock phat trién va ddy xa cac nghién ctru ctia 6ng gan véi khai niém
hién dai cta dai s6 ngay nay. Nhu Gregory (1813-1844) in mot bai viét trong do tinh giao hoan va phan phdi
ctia phép toan dai sb duoc dao sdu. Nam 1840, De Morgan (1806-1871), ciing ngudi Anh, phat trién nén
tang cua dai s6 1én mot tAm cao méi. Trudng phai Anh 1ap tic lan truyén dén Au chau, va trong nam 1867,
nha toan hoc Pirc Hemann Hankel (1839-1873) da nghién ctru chiing mot cach toan dién. Nhung trudc do,
ciing co cac nha toan hoc nhu Hamilton, Grassmann da cho xuat ban cac khao ciru vuot xa tim quan trong.
Pua dén mot cude giai phong dai sd, theo cach twong ty nhu phat hién cua Lobachevsky va Bolyai di lam
dbi v6i hinh hoc phi Euclid. Cong trinh cta ho c¢6 thé coi 1a MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN
HOC, s& 12 ndi dung trong bai tiép theo.
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Trude khi két thuc, chung ta s& nhac lai cac tién dé vé dai s6 hién dai cia mot cu trac ma ta goi la
truong thir ty.

Trudng 1a tip hop S nhitng phan tir trang bi hai phép tinh nhi cip, ki hiéu 1a @ va ® thoa man
nhitng tién dé sau day: V6i moi a, b, ¢ thudc S:

TP 1: a @ b thudc S.

TP 2: a ® b thudc S.

T™3: a®b)@c=a® (bDc)

T™4: (a®b)&®c=a®(Db c)

Th5 a®((b ®@c)=(a®b) D (a®c)va (b D c)®a =(b ®a) D (c Va)

TP 6: S chira mot phén tir z (zero) sao cho: a @ z = a, véi moi a.

TP 7: S chira mét phan tir u (don vi) sao cho: a ® u = a, v6i moi a.

TP 8: Véi moi phén tir a thuoe S, ton tai mot ph'?ln tir a thudc S sao cho: a + a-=uz

TP 9:Néuc ® a=c ® bhoica ®c=b ®cvac#zthia=b.

TD 10: V6i moi phﬁn ttr a thudc S, ton tai mot phﬁn tr a”! thudc S sao cho:a ®a' =u.

Néu ngoai 10 tién dé d6 ra, hai tién dé sau ciing thoa, thi ta co truong thir ty:

TD 11: Ton tai mot tap con P, khong chira z cua S sao cho néu a # z thi chi c6 mot phén tir va chi

mot hodc a hoac a thuoc P.

TD 12: Néuava b thudc P, thé thia @b vaa ®b thue P.
Dinh nghia 1: Cac phan tir ciia P dwoc goi 1 nhimng phan tir dirong clia S; moi phan tir khac z va khong
dwong goi phan tir dm.
Dinh nghia 2 : Néu a @ b duong thé thi ta viét: a @ b

Tap hop cac tién dé trén o ph(:in ndo rudm ra, muc dich la dé phuc vu cho bai sau. Vi dy, do tién dé
2, ta chi can phét biéu mot luat phan phdi trong tién d& 5 thay vi hai. Chii y 1a 5 tinh chat co ban ciia phép
cong, nhan thong thuong déu c6 mit trong bo tién dé nay, va ta co thé thay y nghia ciia cac tién dé khac khi
van dung vao tap s6 thuc. Vidusd z chinh 1as6 0, sd ulaso 1, sb a chinhlasb - a ,sba' chinhlasd 1/a;
tap con P 1a tap hop nhing s thuc duong; va dinh nghia a > b chinh 1a a + (- b) Ia s6 duong.

12 tién d& trén cho mot truong thi ty du quen thudc nhung hoi trudu twong va budn té nén khong
duogc day cho cac hoc sinh trung hoc. Hay thém hai dinh nghia nira.
Dinh nghia 3. Mt phan tir a ctia S duoc goi 1a cdn trén ciia mot tap con khong rdng M ciia S néu ta co m < a
hay m = a vdi moi m ciia M.
Dinh nghia 3. M6t phan tir a ciia S duoc goi 14 cdn trén bé nhat cia mot tap con khong réng M cua S néu a
la can trén cia M va a <b v6i moi cén trén khac cia M.

Béy gid chiing ta dinh nghia mot trudng toan thir ty 1a mot truong thir ty va thoa thém tién dé sau:

TP 13 (tién dé vé tinh lién tuc): Néu mot tap con khong rong M clia S c6 mot cén trén, thé thi no sé

¢6 mdt can trén bé nhat.
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29. SU GIAI PHONG CUA PAI SO (2)

Hinh hoc, nhu da néi trong bai 27, da bi xiéng xich vao tién dé cua Euclid cho dén khi Lobachevsky
va Bolyai, trong 1829 va 1832, da giai phong n6 khoi su 1€ thudc béng cach thiét 14p mot mon hinh hoc méi
trong d6 tién dé Euclid khong dugc cong nhan. Vi sy thanh tyu nay, mot xac quyét an sau dén hang chuc
thé ky cho rang chi ton tai mot moén hinh hoc da bi lung lay, va con dudng di dugc md cho sy sang tao ra
nhiing mon hinh hoc méi khac la.

Mot cau chuyén tuong tu cling c6 thé ké vé dai sd. Cac nha toan hoc & dau thé ky 19 khong thé quan
niém réng c6 thé ton tai mot mon dai sé khac véi mon dai s6 mang tinh s6 hoc. Chfmg han, néu gap mot mon
dai s6 ma trong d6 tinh giao hoén cua phép nhan bi vi pham, chic chin khong ai ¢ thé chip nhan diéu nay
va s€ cho do 1a khoi hai va s€ loai bo n6 ngay. Cam giac d6 da dugc William Rowan Hamilton gép phai khi
trong nam 1843, 6ng bét budc, do nhitng nhan dinh vét li, sang tao ra mon dai sb trong d6 tinh giao hoan cua
phép nhan khong con ding nita. Budc cuc doan 1a chdp nhan loai bé tinh giao hoan khong dén dé dang véi
Hamilton; n6 chi din hé mé v6i 6ng sau nhiéu nam suy tu vé mot van dé dic biét.

Hay xem dong luc vat Iy nam dang sau sy sang tao ctia Hamilton. Cach tiép can tét nhét co 18 1a xét
cach dinh nghia sd phirc cua 6ng, mot dinh nghia dep d&, xem sd phirc 1a mot cip sé thuc ma éng trinh bay
lan dau tién truée Vién Han Lam Hoang Gia Ai Nhi Lan. Déi v6i nhitng nha toan hoc cung thoi, ciing nhu
dbi v6i cac hoc sinh cép 3 ngay nay, sé phirc duoc dinh nghia nhu nhirng sb c6 dang a + bi trong d6 a, b 1a
céc s6 thuc vailasd mai’=- 1, va cac phép tinh cdng, nhan, lily thira nhitng sb nay dugc thyc hién nhu ddi
voi céac da thire, roi thay 2=-1. T do, ta dugc cac két qua sau:

(a+Dbi)(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Con Hamilton dinh nghia s phirc 14 cip (a , b) cac s6 thuc va dinh nghia phép cong, phép nhan:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a, b) (¢, d) = (ac — bd, ad + bc)
(a,b)=(c,dy<=>a=cvab=d.

D& dang vé6i cac dinh nghia nay ta c6 thé chimg minh tip hgp cac s phuc tao thanh mot trudng
trong d6 s6 (0, 0) 1a phan tir zero va s6 (1, 0) 1a phan tir don vi caa phép nhan.

Hé thdng s phirc 1a cong cu tién loi trong viée nghién ctru vecto va phép quay trong mit phing .
Hamilton thtr ché tao mot hé thong twong tw dé nghién ctru vecto va phép quay trong khong gian. Qua nghién
ctru, 6ng théy can dinh nghia mot bd tir (a, b, ¢, d) chira trong d6 tap hop R va C cac s6 thuc va phte, dugc
dinh nghia nhu sau:

*(a,b,c,d)=(e,f,g,h) <=>a=e,b=f,c=g,d=h

*(a,b,c,d)+(e,f,g,h)=(a+e,b+f,c+g,d+h)

*(a,b,c,d) (e £, g h)=(ae — bf —cg—dh, af + be + ch — dg, ag + ce + df — bh, ah + bg + de — cf)

Ta c6 thé ching minh rﬁng v6i dinh nghia nay, néu coi sb thyc m 1a (m, 0, 0, 0) va sb phtc (a, b) la
(a, b, 0, 0) thi cac phép tinh dbi véi sd thuc va sb phirc déu duge bao toan trong tip hop méi nay. Ta ciing

chimg minh dugc phép cong cac bd tir co tinh giao hoan va két hop, phép nhan cac bo tir két hop va c6 tinh
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phan phéi d6i voi phép cong. Nhung tinh giao hodn ctia phép nhan thi khong con dung nita.
Vidu: (0,1,0,0)(0,0,1,0)=(0,0,0, 1) trong khi:
(0,0,1,0)(0,1,0,0)=(0,0,0, - 1).

Sau nhiéu nam suy tu khong co két qua, cudi cing Hamilton chiu chdp nhan tinh khong giao hoan
ctia phép nhéan trong mot budi di dao doc theo con song trong mdt chidu hoang hon cing véi vo. Pay la
MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC .

Trude khi khép lai bai nay, ching ta hdy tim hiéu mot dai s6 khong giao hoan khac — dai s6 ma tran-
sang tao boi nha toan hoc ngudi Anh Arthur Cayley (1821-1895) vao nam 1857. Khai niém ma tran dén véi
ong khi 6ng khao sat cac phép bién doi tuyén tinh thugc dang:

x'=ax+by
{ Vy'=cx+dy
trong d6 a, b, ¢, d 1a cac s6 thue, (x,y) la toa do cua diém M va (x’,y’)latoadd cta M’, anh diém M. Phép

bién dbi trén duge xac dinh bai 4 hé sb a, b, ¢ va d, do d6 phép bién d6i coi nhu tuong trung boi bang s6:
a b
c d

0i 12 ma trdn cdp 2. Néu ta thyc hién tiép phép bién ddi cho diém M’ dé dugc anh M’ cho boi:

x"=ex'+ 1y’
yn — ng + hyv

thé thi ta c6, bang phép tinh dai s6 :

x''=(ea+fc)x + (eb + fd)y
y"=(ga+hec)x +(gb +hd)y

Tur d6 ta c6 dinh nghia sau vé tich cua hai ma tran:
e fla b| |ea+fc eb+fd
g hic d - ga+hc gb+hd

Phép cong dugc dinh nghia bai:

a b e f| |ate b+ f
cd+gh_c+g d+h

Tir d6 6 thé chimg minh phép cong c6 tinh giao hoan, két hop va phép nhan c6 tinh két hop va phan

phdi ddi v6i phép cong. Nhung phép nhan khong co tinh giao hoan, nhu c6 thé thiy trong vi du sau:

1 0[0 1] [0 1]

10 0JjO 1] [0 O
. 0 11 o] [0 O]

trong khi =
10 10 0] [0 O]
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Nguoi ta con “ché tao” thém cac dai s6 trong d6 phép nhan khong co tinh két hop nhung c6 tinh giao
hoan, va phép nhan khong giao hoan 1an khong két hop.

biéu ngac nhién la bo t&r cia Hamilton mét thoi duge chao don nhu 1a mot cong cu cua cac nha vat
ly tuong lai, da dan tré nén khong gi khac hon 1a mot mau do c¢d trong bao tang cua toan sir, boi vi no da
duogc thay thé boi mot giai tich vecto tinh té hon cua nha vat Iy hoc va toan hoc My Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) ciia Pai hoc Yale. Trai lai, ma trin cia Cayley dd phat trién va ngay nay trd thanh mot cong cu
quan trong va hitu dung trong toan hoc. Tiéng tim cua b tir ndm & chd né da pha v& rao can cia dai s6

truyén thong, nghiém nhién khién sy sang tao nay 1la MOT THOI KHAC TRONG DAI CUA TOAN HOC .

www.hoctoancapba.com.vn Page 93



Thai Khéc Trong Pai ciia Toan Hoc Howard Eves

31. VUQT QUA HUU HAN

Céc nha toan hoc va triét gia, da vat 1on vdi cac khai ni€ém vé v cuc va nhitng tap hop v6 han tur
nhitng ngay xa xua thai Hi lap c6 dai. Nghich li cia Zeno 1a mot vi du sém stia cia mot vai khé khan da gip
phai. Mot $6 nguoi Hi lap, nhu Aristotle va Proclus, chép nhan sy kién la mét tip hop co thé 1am 1én hon
méai mai ma khong hé bi chan, nhung tir chdi sy ton tai ciia mot tap hop hoan tat (completed). Sudt thoi
Trung cd cac triét gia da bién giai vé van dé tiém ning d6i véi thuc thé ciia s6 vo cyc. Ciing chi ¥y 14 sy so
sanh giita cac s6 vO cuc dan dén nghich 1i. Vi du, s6 diém trén hai duong tron dong tdm 1a bang nhau vi
chung c6 thé tuong (mg mdt — mot bang cach lién két cac cap diém trén ban kinh chung; trong khi do dai
duong tron nay lai dai hon duong tron kia.

Galileo ciling vat 1on v6i nhitng tap hop vo6 han, va
ong ta ciing thiy rang tinh chét hoan tit ciia né phai bi loai
b6. Trong tac pham Hai Khoa Hoc Méi (1638), 6ng nhan
xét rang cac diém trén hai doan thing khong bang nhau co
thé twong trng mot — mot bang mot phép chiéu don gian tir
doan nay 1én doan kia, va nhu thé chling c6 cung s6 diém,
madc du doan nay dai hon doan kia va do do phai co nhiéu
diém hon doan kia.

Ong ciing nhén ra nhitng sé nguyén duong c6 thé
twong ung mot — mdt voi binh phuong cua chung, mic du
tap hop nhing s chinh phwong chi 1a mot bd phan cua tap
hop nhing s6 nguyén dwong. Nhitng nghich li gay bdi rdi

nay chi xuat hién néu ta gid dinh c6 sy ton tai cua nhiing

tap hop vo han hoan tat; dé tranh nghich li, ta phai loai bd
¥ tuong ctia mot tap hop vo han hoan tét.

Gauss, trong mot bire thu danh tiéng goi Schumacher ngay 12/7/1831, noi : “Téi chdng lai cach su
dung mot dai lugng vo cung nhu 1a mét thyc thé thuc su; diéu nay khong hé duoc cho phép trong toan hoc.
V6 cuc chi 1a mdt cach noi, trong d6 nguoi ta dé cap dén nhitng gidi han ma mot vai ti s6 c6 thé tién gan dén
d6 nhu mong mudn, trong khi nhitng ti s§ khac dwoc phép ting 1én vo han.” Cauchy cung v6i nhidu nguoi
khac cling khudc tir sy ton tai clia cac tap hop vo han hoan tat vi do nghich 1i 1a nhiing tdp hgp nhu thé co thé
tuong tng mot-mdt vai mot tap con thuc sy cia ching. Do dd, mac du cac nha toan hoc lam viéc véi nhitng
tap hop v6 han nhu chudi sb vo han, sd thuc, sb tu nhién v.. v .. ho thuong tranh né van nan phién toai &
déng sau gia dinh 1a céc tdp hop vo han hoan tat tdn tai. Khi cac nha toan hoc cudi cung phai ddi mat véi
van dé phai tao cho giai tich tinh nghiém nhat can c6, vn nan trén khong con co thé bo qua ma phai duoc
giai quyét.

Bolzano (1781-1848) trong tac pham Nhiing Nghich Li Ciia V6 Cung in nim 1851, ba nam sau khi
ong qua doi, 1a nguoi dau tién di nhimg budc tich cuc theo hudng cong nhéan sy ton tai thuc su cua tap hop

v6 han. Ong cho re"mg su kién mot tap hop vo han co thé twong Ung mot —mot véi mot b phén ctia n6 phai
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duoc chép nhan nhu mét thuc té. Nhung cong trinh ctia Bolzano vé su vo cung, mac du la khai pha, nhung
lai thién vé triét Iy hon 1a toan hoc. Mot nghién ctru thuc sy toan hoc vé tap hop vo han chi xuét hién voi
cong trinh xudt sic ciia Cantor vao cudi thé ky thtr 19.

Georg Cantor sinh trong gia dinh nguoi Pan Mach ¢ St.
Peterburg, Nga vao nam 1845, va chuyén vé song tai Ptrc vao nam 1856.
Cha cua Cantor 12 mot ngudi theo Do Thai Gido sau do cai theo dao Tin
Lanh, con me 14 nguoi Cong gido. Ptra con do d6 sém quan tim sau sic
dén than hoc trung cd, va quen thudc voi bién giai vé tinh lién tuc va vo
han. Két qua 1a ong tir bo dé nghi ciia cha khuyén céo theo nghé ky su dé
chuyén tdm vao triét 1y, vat Iy va toan hoc. Ong theo hoc & Zurich,
Gottingen va Berlin (tai ddy ong chiu anh hudng ctia Weierstrass va

ciing tai ddy 6ng nhan bang tién si vao nim 1869). Sau d6 6ng theo nghé

day hoc trong mot thoi gian dai tai Pai hoc Halle tir 1869 dén 1905. Ong

Citorg Cantor

chét trong nha thuong tim than & Halle nim 1918.

M&i quan tdm ban dau cua Cantor 14 1y thuyét s, cac phuwong trinh dang v6 dinh, chudi sé lugng
gidc. Ly thuyét tinh té cia chudi lwong giac da tao cho éng cam himg di su nghién ctru nén tang cua giai
tich. Ong khai sinh s6 v6 ti nhu 13 giéi han cua mot diy sd hitu ty, khac xa voi cach Dedekind dinh nghia
bang phép cit 1ay cam himng tir hinh hoc- va dén nim 1874 bat du cong trinh cach mang vé 1y thuyét tap hop
va vé s6 vo cung. Voi cong trinh thir hai nay, Cantor di sang tao mot lanh vuc nghién ctru toan hoc hoan
toan méi. Trong tic pham ciia minh, 6ng phat trién mot 1y thuyét vé nhimg sd siéu han (transfinite), dva trén
luan thuyét toan hoc vé su vo cung thuc sy, va tao ra s6 hoc vé nhitng sb siéu han twong tu nhu sb hoc vé
nhing sb hiru han.

Cantor rat sting dao, va cong trinh cta 6ng, theo mot nghia nao dé, coi nhu tiép ndi su bién béac lién
hé véi cac nghich 1i ctia Zeno, phan anh sy trin trong clia ong v6i nhimg chiém nghiém kinh vién trung co vé
ban chét cia vo cung. Nhitng quan diém ciia 6ng gip su chong ddi chu yéu tir Kronecker (1823-1891) & Dai
hoc Berlin, va chinh Kronecker da tir chdi kich liét moi nd luc ctia Cantor xin mdt chan giang day tai Pai hoc
limg danh nay. Ngay nay, 1y thuyét tip hop ctia Cantor dd x4m nhap moi nganh toan hoc va chimg to dic
biét quan trong trong vi tuéng hoc (topology) va nén tang cua Iy thuyét ham thuc.

Ta goi s6 phén tir cia mot tp hop hiru han 13 chinh so cua né. Nhu vay sd cac chinh sé cua tip hop
hiru han déng nhét véi cac sb tu nhién. Céc chinh sb cua tap hop vo han dugc goi 1a nhiing $6 siéu han.
Cantor phat trién ly thuyét cua ong vé sb siéu han xudt hién trong mot loat cac bai viét noi tiéng tir nam 1874
dén 1895 va phan 16n in trong tap san toan hoc Ptirc Mathematicsche Annalen va Journal fur Mathematik.
Trudc cac nghién cuu cia Cantor, cac nha toan hoc chi biét dén mot sb vo cuc, ki hiéu oo, va ki hiéu nay
duoc dung chung dé biéu thi “ s6” cac phan tir trong cac tap hop nhu tap hop moi sb tu nhién, tap hop moi s6
thuc, va tdp hop moi diém trén doan thfmg. Qua cong trinh cia Cantor, mot tAm nhin m&i mé va bao quat
duogc gidi thiéu, va mot kich co s hoc mé&i duogce thanh tuu. Vi tinh téo bao phi thudng cua cac y tudng trong

cong trinh cta Cantor, va vi mot s6 cac phuong phap chirng minh doc dao ctia chung ma ly thuyeét cac so si€u
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han cua Cantor c¢6 sirc 161 cudn manh mé. Pay chinh 1a MOT THOI KHAC TRONG PAI CUA TOAN
HOC. Chung ta hy tim hiéu ngin gon 1y thuyét dang né nay.

Chung ta bit dau bang khai niém twong dwong cua hai tap hop, d6 1a hai tap hop ma ta co thé tuong
g mot — mot cac phén tir ciia chung. Vi du tap hop A = { 0; 1 ;2 ; 7} cac s6 tw nhién va tap hop B = {*; @
; % ; &} cac ki hiéu 1a hai tap hop twong duong, vi ta c6 thé tuong ing 0 & *, 1 & @,2 < % va 7 < &.
Néu hai tap hop 1a hitu han nhu trong trudng hop trén, rd rang chung twong duong khi va chi khi chung ¢6 s6
phan tir bang nhau, hay ta goi la c¢6 ciing chinh s6 : n(A) = n(B) = 4. Néu ta 4p dung nguyén tic trén cho cic
tap hop vo han, thi s& gip cac két qua thu vi khong ngd. Nhu Galileo quan sat thiy rang, néu dung twong tmg
n « n’, thi két qua 1a tap hop moi sb chinh phuong thi trong duong voi tap hop moi sd nguyén duong, va
nhu thé ta phai n6i chung ¢ cung chinh s, va theo quan diém nay, ta c6 quyén noi sé cac sé chinh phuong
“bang” vai sb cac s6 nguyén duwong. Két qua 1a tién dé Euclid noi rang toan phan thi 16n hon thanh phan
khong con dang khi néi vé chinh s6 cua cac tap hop vo han.

Chung ta ki hiéu chinh s6 ciia tip hop moi s6 tu nhién bang d (Cantor thi ki hiéu chinh s6 nay bang
R (doc 13 aleph khong), va bao rang mot tap hop c6 chinh sé nay 1a tp hop dém dwoc. Nhu vay ta néi c6 d
s6 chinh phuong, ¢ d s ty nhién, gidng nhu ta noi tap hop A, B & trén c6 4 phan tu. Va suy ra ring mot tap
hop S goi 1a dém diwoc khi va chi khi cac phan tir ctia chung c6 thé 1iét ké dudi dang day sb {s, so, 83, . . .}
Vi bit ki tap hop vo6 han nao cling c6 chua mét tap con dém duge nén d chinh 14 s6 siéu han “nhé nhét”.

Trong céac bai viét ddu tién ctia minh, Cantor chirmg minh hai tdp hop quan trong sau day 1a dém
dugc, ma thoat nhin ching ta khéng thé tin dugc.

Tap hop dau tién 1a tdp hop céac sb hitu ty. Tap hop nay cé tinh day ddc, c6 nghia 14 giita hai sé hiru
ty phan biét ton tai mot sé hitu ty khac- dang ra 1a ton tai vo sb s6 hiru ty khac. Vi du:

e giita s60valco nhitng $6 hitu ty sau: ¥4, 2/3, %4, 4/5,5/6 , .. .,n/(n+1) . ..

e giita 0 va ' c6 nhing sb hitu ty 1/3, 2/5, 3/7,4/9, 5/11, . .. ,n/n +1), . . .

e giita 0 va 1/3 co nhitng s hiru ty 1/4, 2/7, 3/10, 4/13, 5/16, ..., n/(3n +1), . .
va cir thé.

Vi tinh chét nay, ta ¢ thé tin rang s siéu han cta tap hop nhing s6 hitu ty chic phai 16n hon d.
(Nh¢ rang chinh sb cuia tap hop A goi 1a 16n hon chinh s6 cua tap hop B khi va chi khi B twong duong véi
mdt tap con thuc su clia A, con A thi khong twong duong véi bét ¢ tap con nao ctia B). Can tor chimg t6
rang tht ra khong phai nhu vay, ma nguoc lai tap hop cac s6 hitu ty 1a dém dwoc. Cach chimg minh cua 6ng
that thu vi, duoc trinh bay nhu sau.
PINH LI Tép hop cdc sé hitu ty thi dém duwoc.
CM: Xét cac diy sd
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] —»2 3—»4.,..

«

12 2/2 3/2 472...

v

1/3 2/3 373 4/3 ...

1/4 2/4 3/4 4/4...

'

trong d6 day thtr 1 chira nhitng s6 tw nhién theo thir tur 16n dan (d6 1a nhitng phéan s duong c6 mau 1a 1); day
thir 2 chira nhitg phan s6 dwong c6 miu 1a 2 theo th ti 16n dan, . . ., ddy thir n chira nhitng phan sé dwong
c6 miu 1a n theo thir ty 16n dan. . .v ....v. ... D& thay la tit ca sb hiru ty déu c6 mit trong bang nay, va néu
ta liét ké cac ) nay theo thir ty cho boi miii tén, bé di nhiing s6 da xuét hién 101, chung ta s€ dugc mot day
s6 vo han: 1,2,%,1/3,3,4,3/2,2/3, %, . ..
trong d6 moi s6 hiru ty duong xuét hién mot va chi mot 1an. Goi day $6 nay la {r;, rp, 13, ...}, thé thi day )
{0, -1, 11,-12, 12, ...} chira tat ca nhitng s6 hiru ty. Vay tap hop cac s6 hitu ty thi dém duoc.

Tap hop thir hai ma Cantor d& cap dén con 16n hon tap hop nhiing sb hiru ty. Hay bét ddu bang dinh
nghia.
DINH NGHIA 1. Mot sb phtrc duogc goi la 56 dai s6 néuno 1a nghiém ctia mét phuong trinh da thirc

fx)=ax"+ax"'+... +ax+a,=0
trong do a, # 0 va moi hé sb a; déu nguyén. Mot sé phirc khong dai sé goi 14 s6 siéu viét.
Dé théy céc s6 dai s6 bao g6m moi sb hiru ty va moi can thirc cua cac sb do. Vay ma ta c6 dinh li sau, khong
thé khong lay 1am ngac nhién:
DINH LI 2. T. ap hop moi 56 dai s6 thi dém duoc.
CM: Goi f(x) 1a da thic ¢6 dang cta dinh nghia 1 ¢ trén, khong mét tinh tong quat, c6 thé gia sit ap > 0. Xét
chiéu cao h cua da thue, 1a s6 dinh bai:

h=n+ag+|aj| +|a+...+[a,

Hién nhién, h 1a mot sd nguyén > 1, va r0 rang la chi c6 mot s6 hitu han da thirc c6 chiéu cao h cho trudc, va
do d6 chi c6 mot sb hitu han s dai sb phat xuét tir cac da thie ¢6 chiéu cao cho truge. Nhu vay, chung ta co
thé 1iét ké moi sb dai sd, loai bo nhitng s ldp lai néu c6, xuat phat tir cac da thirc ¢6 chiéu cao 1, roi tiép theo
xuét phat tr cac da thirc c6 chiéu cao 2, va ctr thé. Do dé tap hop cac s6 dai sb co thé liét ké thanh mot day
v0 han; suy ra nd dém duoc.

Theo nhu hai dinh li vira qua, c6 vé nhu 1a moi tap hop vo han déu dém dugc. That ra diéu do khong
dung, vi Cantor di khang dinh:
PINH LI 3. Tdp hop moi s6 thuc trong khodng (0 ; 1) thi khéng dém dwoc.
CM: Cach chung minh nay l1a phan chitng va stt dung mét phwong phéap dac biét goi la qui trinh chéo Cantor.
Gia sir tap hop nay dém dugc, thé thi chiing ta c6 thé liét ké cac s thuc thanh day {py, p», ps, . . . }. Mi sb p;

nay c6 thé viét theo mot cach duy nhit duéi dang s thap phan vo han. O ddy ciing can nhic lai 1a moi s6
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hitu ty déu ¢6 thé viét duti dang mot sb thap phan vo han tuan hoan; vi du s6 0,3 dugc viét thanh 0,29999 . .
Ching ta c6 thé liét ké tap hop nay theo cach sau:
pi1=0,aapa5; . ..
p2 = 0,azapaz . . .
p3 = 0,az1a3as3; . . .
trong d6 a;j 1a céc chit s thude {0, 1,2, 3, .. ., 9}. V&i cach liét ké nhur thé, vin con ¢6 s6 khong thude day

éy, chéng han d6 1a s6 c6 dang 0,b;byb; . . . trong d6 by #ay, voik=1,2,3, ... Chrflng han:

p1=0,780. ..
p>=0201 ...
p;=0,711...

ta léy by #a;;=7,chonb, =3,by#ay =0,chonb,=1,b; #a;3=1, chon b; =2 .. .Nhu vay $b 0,bibsbs . ..
= 0,312...1a $6 thuc thudc khoang (0 ; 1). Sé nay # p; vi chit s6 by # a, $b nay # p, vi chit $6 by # ax -
Nhu vay s6 0,b;bybs . . . ndy chéc chin khong c6 mat trong day liét ké & trén vi nd khac py voi moi k. Piéu
nay trai gia thiét, do d6 tap hop cac s thuc trén (0 ; 1) 1a khong dém dugc.

Tir dinh 1i 2 va 3, Cantor suy ra két qua quan trong sau:

DINH LI 4. Céc 56 siéu viét ton tai.

CM: That vay, theo dinh 1i 3, tip hop cac sb thuc gitta 0 va 1 thi khong dém duogc, do d6 tap hop cac sd phic
thi khong dém duoc. Nhung theo dinh li 2, tdp hop cac s6 dai sb 1a dém duogc, nhu vay phai tdn tai nhiing sb
phtrc khong phai 1a sb dai s6, va dinh 1i duoc ching minh.

Khong phai nha toan hoc nao ciing chip nhan cach ching minh dinh 1i 3 va 4 ¢ trén. Su khong thé
chap nhan duoc hay khong chap nhan dwoc cua cach chimg minh trén ndm & chd ta hiéu thé nao 1a ton tai
toan hoc. M6t sd nha toan hoc cho rﬁng su ton tai mot vat thé toan hoc chi dugc khéng dinh khi vat thé éy
dugc xac dinh va tao ra. Con dinh li 4 ¢ trén khong dua ra mot s6 siéu viét cu thé nao nén khong thé kh:fmg
dinh su ton tai cua sd siéu viét. Vi khong hai long voi két luan nay, mot s6 nha toan hoc da nd lyc tim cach
ching minh su ton tai s6 siéu viét bang cach chi ra mot s6 siéu viét cu thé.

Chinh Hermite (1822-1901), vao nam 1873, da ching minh duogc s6 e, co sb cua logarit ty nhién, la

mot sb siéu viét. Va Lindermann (1852-1939), trong nam 1882, lan dau tién da chirng minh duoc s6 cling

1a s6 siéu viét. SO Z*F2 ,goila sb Hilbert, cling la sb siéu viét. Sau gﬁn 30 nam nd luc, cac nha toan hoc chung
minh dugc nhitng s c6 dang a° véi a 1a s6 dai s6 khac 0, 1, va b 1a s6 vo ty, (s6 Hilbert 1a mot s6 nhu thé) 1a
mot sb siéu viét.

Vi tap hop nhiing sb thuc thudce (0; 1) thi khong dém duoc, nén chinh s cua tap hop nay la mot )
siéu han 16n hon d. Chung ta ki hiéu s6 nay 1a ¢ (Cantor goi 1a s6 x,). Nhu vy, ta c6 quyén ndi “co ¢ diém
trén doan [0 ; 1], “co ¢ diém trén doan [a;b] voimoia< b”....Nguoita tin tuéng réng ¢ 1a sb siéu han
tiép theo sb d, c6 nghia 14 giira hai s6 siéu han nay khong c6 s6 siéu han nio 16n hon d ma nho hon c. Méi tin

tuong nay duoc goi 1a gia thuyét lién tuc, nhung mic du nhiéu nd luc, chua co chimg minh nao dé khing
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dinh diéu d6 hay bac bo né. Mai dén 1963, Cohen cua Pai hoc Stanford méi chimg minh duoc gia thuyét nay
ddc 1ap véi cac tién dé vé 1y thuyét tap hop.

C6 ton tai s6 siéu han nao 16n hon sb ¢ khong? Cac nha toan hoc da chimg minh rang tip hop moi
ham sd thuce f(x) xac dinh trén (0 ; 1) ¢6 chinh sb 16n hon ¢ (s6 X,). Hay noi khac di c6 %, dudng cong vé trén
mat phang (d6 1a do thi ciia ham s f noi trén). Ta van chua biét s6 X, ¢ phai 1a sb siéu han tiép theo sb ¢
hay khong.

Va cau hoi sau day 1a dwong nhién: “C6 con sd siéu han nao 1én hon sb &, hay khong ?” Va ciing
chinh Cantor tra 161 1a con c¢6 v6 han s siéu han, 1a hé qua cua dinh li sau, goi la
Dinh Ii Cantor: Cho tdp hop X, goi P(X) la tdp hop cdc tdp con cia X, thé thi chinh sé ciia P(X) I6n hon

chinh so cua X .
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